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Chương trình nâng cao 


NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI - 2008 


LỜI NÓI ĐẦU 


Cuốn sách “HƯỚNG DÂN GIẢI BÀI TẠP HINH HỌC 10” gồm các 
hương tương ứng các chương của chương trình YHình học 10”, viết theo 
hương trình nâng cao xuất bản năm 2008. 

Mỗi mục (§) của chương bao gôm 4 phân: 

I Tóm tắt lý thuyết 

IL Bài tập căn bản 

HIL. Bài tập tương tự và nâng cao 
IV. Đáp số và hướng dẫn giải 

Phần I: Trình bày những vấn dê lý thuyết trọng tâm nhất của các 
shương trình mà các em cần phải hiểu và nắm vững. 

Phần II: Trình bày lời giải chỉ tiết của tất cả các bài tập SGK, mỗi bài 
tập đều nêu đầy đủ các bước lập luận với căn cứ là các định nghĩa, định lý, 
các tính chất đã học. 

Phần III: Giới thiệu các bài tập cùng dạng với các bài tập SGK và các 
bài tập nâng cao có đánh dấu (*) dành cho học sinn khá, giỏi. 

Phần IV: Trình bày đáp số và hướng dẫn giải các bài tập ở phần III. 

Viêc sử dụng sách nên thực hiện theo trình tự như sau: Sau khi học lý 
thuyết, các em hãy tự mình giải các bài tập SG, nếu gặp khó khăn có thể 
tham khảo lời giải bài tập trình bày ở phâ+. H, hơn nữa khi giải được bài 
tập của SGK, các em cũng nên so sánh lưi giải của mình với lời giải được 
trình bày trong sách này để hiểu sâu sắc, đẩy đủ kiến thức và phương pháp 
giải bài toán. Tiếp theo các em nên dành thời gian giải các bài tập ở phần 
III để rèn luyện kỹ năng giải các dạng toán, nế'. gặp khó khăn có thể tham 
khảo đáp số và hướng dẫn giải ở phần IV 

Hy vọng với cách biên söaï này, cuốn sách sẽ là tài liệu hỗ trợ tích 
cực giúp các em học tốt hình học 10. 

Rất mong các em dùng sách với ý thức tư chủ cao và không dùng 
sách theo cách chỉ “đọc” các lời giải có sẵn của các bài tập trong SGK. 


CÁC TÁC GIẢ. 


1. 


CHƯƠNG I: VEC TƠ 
§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 


TÓM TẮT LÝ THUYẾT 


1. Vectơ là một đoạn thẳng có hưởng, nghĩa là trong hai điểm mút 
của đoạn thẳng đã chỉ rõ điểm: nào là điểm đầu, điểm nào là điểm 
cuối. 
2. Vect 7 có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau gọi là vectơ không. 
3. Hai vectơ gọi là cùng phương nếu chúng nằm trên hai đường 
thẳng song song, hoặc cùng nằm trên mệt đường thẳng. 
Nếu hai vectơ cùng phương thì hoặc chúng cùng hướng hoặc chúng 
ngược hướng. 
4. Hai vectơ gọi là bằng nhau, nếu chún+ cùng hướng và cùng độ dài. 
Ề _> ¬=. = = - 
Nếu hai vectd a và b bằng nhau thì ta viết a = b. 
5. Chú ý : + Vectơ không cùng phương và cùng hướng với mọi vectơ. 
+ Mỗi vectơ đều có một độ dài, đó là khoảng cách giữa 


+ 
điểm đầu và điểm cuối của vectơ đó. Độ dài của vectơ ký hiệu | a | 


+ Các vectơ - không dược ký hiệu là li 


II BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Vectơ khác với đoạn thẳng như thê nào ? 


Giải 
Đoạn thẳng có hai đầu mút, nhưng thứ tự của hai đầu mút đó như thế 
nào cũng được. Đoạn thẳng AB và doạn thẳng BA là một. 
Vectơ là một đoạn thẳng, nhưng có phân biệt thứ tự của hai điểm 


— — 
mút. Vậy vectơ AB và vectơ BA là khác nhau. 


Bài 2. Gác khẳng định sau đây có dúng không ? 


a) Hai vectơ cùng phương với một vectơ thứ ba thì cùng phương. 


b) Hai vectơ cùng phương với một vectơ thứ ba khác Ổ thì cùng 
phương. _ 

e) Hai vectơ cùng hướng với một vectơ thứ ba thì cùng hướng. 

đ) Hai vectơ cùng hướng với một vectơ thứ ba khác Ổ thì cùng 
hướng. 


= 
e) Hai vectơ ngược hướng với một vectơ khác O thì cùng hướng. 


fØ_ Điều kiện cần và đủ để hai vectơ bằng nhau là chúng có độ dài. 
bằng nhau. 
Giải 
a) Sai vì vectơ thứ ba có thể là vectơ 0 không. 
b) Đúng. 


e) Sai vì vectơ thứ ba có thể là vectơ 0 không. 
d) Đúng. 
e) Đúng. 
f Sai. 
Bài 3. Trong hình dưới đây, hãy chỉ ra các vec tơ cùng phương, các vetctơ 
cùng hướng và các vectơ bằng nhau. 


\ Giải 
_ + ¬ ẴẰ -. — 
e Các vectơ a, d, v, y là các vectơ cùng phương, các vec tơ b, u 
cùng phương. 
- - —- -> ¬ HÀ 
e Các cặp vectơ cùng hướng : a và v; d và y; b và u 
lá - - 
e Các cặp vectơ bằng nhau : a và v; bvàu 


Bài 4. Gọi C là trung điểm của đoạn AB. Các khẳng định sau đây là 
đúng hay sai ? 


- — - — 
a) AB w BC cùng hướng ; b) AC w AB cùng hướng ;; 
—- —~- k =ả — 
e) AB w BC ngược hướng ; đ) |AB|= |BC| ; 
—~- _—> —~- — 
e) |Ac|l= |BC| ; ® | AB| = 2| BC| 
Giải 


—- =Ì 
a) AB tà BC cùng hướng là sai. 


— => F——t— 
b) AC w AB cùng hướng là đúng. A lọ B 


—> _> 
ce) AB và BC ngược hướng là dúng 
_> =Ã 
đ) [AB|= [BC| là sai 
= — 
e) |AC|= | BC| là đúng 
— = 
Ø |AB|= 2| BC| là đúng 


Bài ð. Cho lục giác đều ABCDEE. Hãy về các vectơ bảng vectơ AB và 
có : 
a) Các điểm đầu là B,F,C ; 
b) Các điểm cuối là F,D,C. 
Í Giải 
Gọi O là tâm của lục giác đều, 
B' là điểm đối xứng với A qua B. 
C' là điểm đối xứng với O qua C. 
EF° là điểm đối xứng với O qua F. 
Khi đó 
= 
a) Các vectơ bằng AB và các điểm 


_  — — 
đầu là B,F,C là : BB, FO, CC. 


¬ 

b) Các vectơ bằng AB và có các điểm 
Ñ + ằƒŸô ẪẰO 

cuôi là F,D,Clà : F'F, ED, OG. 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
- ¬ 
Bài 6. Cho hai vectơ không cùng phương a và b. Có hay không một 
vectơ cùng phương với hai vectơ đó ? 
Bài 7. Cho 3 điểm phân biệt thẳng hàng A,B,C. Trong trường hợp nào 
_— - 
hai vectơ AB và AC cùng hướng ? Trong trường hợp nào hai vectơ 
đó ngược hướng ? 
Bài 8. Cho ba vectơ a, b, ° cùng phương. Chứng tỏ rằng có ít nhất: 
2 vectơ trong chúng có cùng phương. 
Bài 9. Cho LÏABC. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm các cạnh AB,BC, 
—- _—  — 
CA. Hãy vẽ hình và tìm trên hình vẽ các vectơ bằng, MN, NP, PM. 
IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 6. Có duy nhất một vectơ cùng phương với hai vectơ không cùng 


= - 
phương a và b. Đó là vectơ không. 


Lấy —~ 
Bài 7. + Hai vectơ AB va AC cùng hướng khi A không nằm giữa B và C. 
=à —~ 
+ Hai vectơ AB và AC ngược hướng khi A nằm giữa B và C. 
_ ¬ 
Bài 8. Không mất tính tổng quát, ta giả sử a ngược hướng với b và 


- ¬ ¬ 
a ngược hướng với c. Khi đó thì b cùng hướng với c. Vậy có ít nhất 
là một cặp vectơ cùng hướng. 
Bài 9. : 


= - — 

e« Vectơ bằng vectơ MN là: AP,PC. 
=. 
M 


— = 
‹« Vectơ bằng vectơ NP là: BM,MA. 


=) _ = 
«  Vectơ bằng vectơ PM là: CN,N 


Si) 


B C 


§2. TỔNG CỦA CÁC VECTƠ 


IL. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


` - - _-> ` => 
1. Cho hai vectơ a và b. Từ một điểm A nào đó ta vẽ AB = a từ 


_- . - 
điểm B vẽ BC = b. Khi đó vectơ AC được gọi là tổng của hai 
= = ¬> ¬ 
vectơ a và b. Ký hiệu AC = a + b. 


—> =Á ~. 
2. Quy tắc ba điểm :Với A, B, C bất kỳ ta luôn có AB + BC=AC 
3. Quy ki đường chéo hình bình hành : Trong hình bình hành ABCID 


ta có AC = AB + Ab 
4. Tính chất của phép cộng : 


—-> — l —~ 
a) 0 + a=a + 0= a với mọi vectơ a. 


_ ¬ ¬ ¬ 
b) a+ b =.b+ a (Tính chất giao hoán ) 
_- n1 3 ¬ ẴẰ- 
e)(a + b)+ e = a +(b + c )( Tính chất kết hợp ) 
—~ —- _— 
5. Chú ý : + Nếu M là trung điểm đoạn AB thì MA + MB = 0 


—~ = =. = 
+ Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì GA + GB + GC = 0 


IILBÀI TẬP CƠ BẢN. 
= = —~ 
Bài 1. Chứng minh rằng nếu AB = CD thì AC = BD 


Giải 
_> —> =¿ _ —> › 
Ta có AB = CD AC +CB = CH :lÚD 6guy tác 2 diện) 
,ÔòỎ >> => => › + , _> ` 
©œ AC+CB+BC - CŨ : |?) : bí: tệng: F3C vào 2 vế) 
—> =ˆ - _> 
© ÁC và CC = BB :l3D 
" = 
© AC = BD (tính chất của vect0 khé ng) 
› › = = 
Bài 3. Tứ giác ABCD là hình gì nếu AB - DC và LABI = |BC|? 
Giải 
_> —> 
Ta có AB = DC = AB / DC vš AB = DC =5 tứ giác ABCD là hình bình 
—> = 
hành. Mặt khác | AB[= | BCI = tứ giác ABCD là hình thoi. 
Bài 3. Cho 4 điểm bất kỳ M,N,P,Q Chứng mịn các đăng thức sau : 
+ => — — - , _ > 
a) PQ +NP +MN = MQ ; b) NP :ÀIN = QP ⁄MQ ; 
J3. —> _  — 
e) MN +PQ = MQ +PN. 
Giải 


cỂ, mộ sa >> -> => b 
a) Ta có PQ +NP +MN = MN +NP +PQ (theo tính chất giao hoán) 


" 


— => ' 
MP +PQ (theo quy tắc 3 điểm) 
= 
= MQ(dpem) (theo suy tắc 3 điểm) 
—  =— _ ' 
b) Ta có NP +MN = MNx+NP (theo quy tic giao in) 
= _> l " 
=MP =MQ+QP (theo cuy tắc 3 điềm) 
c=: : 
= QP+M@Q (đpem) (tính chất giáo hoán) 
_—>. =— — _ 8=. -- 
c) Ta có MN +PQ = MQ + QN - PN : NQ 
—~ — => = ¬ › _> —> = 
= MQ + QN + NQ + PN - MQ + QQ + PN =- MQ + PN (đpem) 
Bài 4. Các hệ thức sau đúng hay sai (với moi a và b)? 
3) Z3 — v2 Ms ty về? 
a)la+b| =lal+lbl ; b) la+ b| < |al+|bÏ 
Giải 
,. ¬ + ằĂ~ -> —. ~ 
Lấy AB = a. Từ B dựng BC = b :Khi đó AB + BC=a + b=AC 
Xét 3 điểm A, B, C ta có : 
= _> ,_— - ¬ = 
AC < AB +BC  [AC|< ÌABI+lBCI hay la +b| < [a|+Í[B| 


Dấu “=” xảy ra khi A, B, C thẳng hàng hay B : b cùng hướng 
Do vậy : a) Sai. b)'Đúng. 
Bài 5ð. Cho hình bình hành ABCD với tâm O. Hãy điển vào chỗ trống 
(....) để đẳng thức đúng 


_- — - => 

a) AB+ AD=.............. H b) AB + CD =................. : 
- -  - 

e) AB +OA >................ : đd) OA + OC =.................... ý 
+  ¬ 

e) OA + OB + OC + OD =........... k4 ý 


+ => ẴẰ 
a) AB + AD = AC (quy tắc hình bình hành) 
_-+ — -  — k 
b) AB +CD = AB + BA = £A=O (quy tắc 3 điểm) 
-> ¬ ¬ ¬ 
e) AB+OA =OA+ AB=OB. (quy tắc giao hoán, quy tắc 3 điểm) 
_- ¬ ¬ 
d) OA +OC = O (vì O là trung điển AC) 
+ ƒ> ¬ + 7 7 Ằ ¬ 
e) OA + OB + OC +OD = OA + OC +OB + OD = O 


Bài 6. Cho hình bình hành ABCD với tâm O. Các khẳng định sau đâw 
đúng hay sai ? 


¬ — >> 5 ¬ 
a) |AB+ AD|=|BD| ; b) AB + BD = BC 
+. —. ¬ 7 +; Ẫ¬ ¬ 
ce) OA + OB = OC + OD ; đ)BD+ AC= AD+BC . 
„ Giải 
_- =— —- — 
a) Sai vì : |AB +AD|= |AClz|BDI =p C 
_¬ ¬ ẴẰ 
b) Đúng vì : AB+ BD = AD=B 
©) Sai 
đ) Đúng vì : o 
_. 3  ¬ ¬ 5 ¬ 
BD + AC = BC + CD + AD +DC 
+. + HH 
=BƠ+AD+CD+DC A B 
— = —- —- — =¡ — 
= BC + AD + CC = BC + AD = AD + BC 
Bài 7. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm O. 
a) Hãy xác định sác điểm M, N, P sao cho 
— — _- — —> - ¬ — sẻ 
OM = OA + OB;ON = OB + OC; OP = OC + OA 
: — = = —- 
b) Chứng minh rằng OA + OB + OC = 0 


10 


Giải 
a) Gọi M; là giao của OC với đư/ng 
tròn tâm O 
Do LÍ ABC đều, mà O l¡ ti 
đường tròn ngoại tiếp tam giác Al2C 
=> ADM, = 60 = L] AOM; l¡ tau: 
giác đều = MỊA = OA = OB (1) 
Tương tự M¡B = OB (2) 
Từ (1) và (2) = tứ giác AOBM; là 
—_ - = 
hình thoi. Vậy để OM=OA + OB tủ M=ÀM; 
Hay MC là đường kính đường tròn ngoại tiếp L. ABC 


Hoàn toàn tương tự © NỊP là giao của đường thẳng 
qua AO, BO với đường tròn hay NA, PB là đường kính. 


=> - “§ - —> — 
b) Theo câu a : OA + OB + OC = OÀAI + OC=O (đpem) 


là 


¬ 
Bài 8. Cho hai lực R và E; có điểm đặt tại O. Tìm cường độ lực tổng 
hợp của chúng trong các trường hợp sau : 
- = Š.=? — 
a) lị và E, đều có cường độ là 10)N, góc hợp bồi E, và E; bằng 120° (h.a) 
— _ = = 
b) Cường độ của lị là 40N, của E la 30N và góc giữa Fị và F; bằng 
907 (h.b) 


f\ 
lo) BỊ 
100) 120° là 30N 
Ø = 
40N F 
(a) 


: Giải “2 
=' = =3 + 
a) Đặt OA=l, OB=l, C là đỉnl. thứ tư của hình bình hành OBCA ta có: 


- = 
Do cường độ của lì bằng cường dộ F; bằng 100 N. 


° B„ š 
Ẽ 100N By 
A B 30N 
(a) (a) 
C L PPOEEEEEEOEGES. 


= OA = OB 
mà AOB = 1200 do đó AOAC là tam giác đều. © OC = OA 

>> >> 7 c ¬ 
mà OC=OA+OB=R +E 

l _> = 
Vậy cường độ lực tổng hợp của Fị và F; là 100N 
= + — =ả 

b) Đặt OA = Rì, OB = E›, C là đỉnh thứ tư của hình bình hành OACB. 


Do góc giữa F và E; bằng 90°. Suy ra tứ giác OACB là hình chữ 
nhật. 
= OC = VOA? + AC? = V40” + 30? = 50N 

— —- 


—~ —~ = 
Ta có OC= OA + OB = | + F, 


Vậy cường độ lực tổng hợp của F, và E; là 50N. 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 


F 5 _yY -> -_> — 
Bài 9. Cho bốn điểm A, B, C, D. Chứng minh rằng AB+CD= AD+CB 
Bài 10. Cho O là tâm hình bình hành ABCD. Chứng minh : 
>> 7> 7 Ằ 
OA+OB+OC+OD=O 
Bài 11*. Cho ngũ giác đêu ABCDE tâm O. Chứng minh rằng : 
_—> 


_- >> 7 ẪẰ 
OA+OB+OC+OD+OE=O 
Hãy phát biểu bài toán trong trường hợp n giác đều. 

Bài 12*. Cho AABC. Gọi A' là điểm đối xứng của B qua A, B' là điểm đối 
xúng của C qua B, C' là điểm đối xứng của A qua C. Chứng minh rằng 
với điểm O bất kỳ ta có : 

>Y > 7> 7c Ằ© ẴẰẨẰ 
OA +OB+OC=OA +OB +OC 


IV ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


—> = —> = — -_> = — 
Bài 9. AB + CD = AD + DB + CB + BD = AD + CB (đpcm) 
— — —> 
Bài 10. Do O là tâm hình bình hành, nên OA + OC = 0; 
— — sa 
OB+OD= 0 


> > › › › 
Bài 11. Đặt a =OA +OB+OC+OD+OE 


vẽ 
Ta có : a là một vectơ nằm trên OA. 
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Chứng minh hoàn toàn tương tự ta có a cũng là một vecto nằm trên OB 
* > ẹc: 4 > > > — 
=> a phải là vectơ không hay OA + OB+ OC+OD+OE=O 


Nếu A¡A¿..... .A„ là n giác đều tâm O thì 
Lễ 


> > > 
OA, + OA, +.....+ OA, =O 


— —> — — = —> 
Bài 12. Sử dụng AA = AB ; BB=BC ; CC=CA 
§3. HIỆU HAI VECTƠ 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


=. - 
1. Vectơ đối của vectơ a là vectơ ngược hướng với vectơ a và có cùng 


- _ ra —- 
độ dài với vectơ a . Đặc biệt , vectơ đối của vectơ 0 là vectơ 0. 
2. Hiệu của hai vectơ là tổng của vectơ thứ nhất với vectơ đối của 
vectơ thứ hai. 


- 


_- - — 
Hiệu của hai vectơ a và b được ký hiệu a - b 


a-b=a+(b) 


s 

3. Quy tắc về hiệu hai vectơ : Nếu MN là một vectơ đã cho thì với 
Ề , —> - =— 
điểm O bất kỳ ta luôn có: MN = ON - OM 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Trả lời các câu hỏi sau đây : 


¬ 
a) Vectơ đối của vectơ -a là vectơ nào ? 
b) Vectơ đối của vectơ 0 là vectơ nào? 
— sa 
e) Vectơ đối của vectơ a + b là vectơ nào ? 
Giải 
2 — ~ =. =. ~ - 
a) Vectơ đối của vectơ - a là vectơ a vì :-a + a = a +(-a)= 0 
_- =. 
b) Vectơ đối của vectơ 0 là vectơ 0. 


+ — —- + — 
e) Vectơ đối của vectơ a + b là -a - b vì: 
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- - - - - ` — = ¬ - 
a+bx+(Ca-b)=a+(-a)+bx+(-b)=o 
Bài 2. Chứng minh ` mệnh để sau đây 


— = - “ - 
a) Nếu a + b = thì a 


Fị = 
bì a-(b+c)=a-b-c; 
© a-(b-£)=a-b+C; 


Giải 

_ — - — - ¬ — - 

a) Ta có từ a + b = c suyra a + b +(-b)= c +(-b) 
¬ ¬ ¬ 

dođó a =c - b 


¬ ¬ ằẰ— 
NI 114/5-2-2210Y “sấu 3u 332g b=c-a 
- - 
b) Ta có vectơ đối của B + ° là vectơ -b - c 
_- _ - ca —- 
Do đó 4+ e0 +Cb se)=g+CB) ve )=a 5S bị› 
- 


- 
e) Ta có do vectơ đối của vetcơ b - P là -b+ ec 


Đo d6 ä ch + c)u vs Ch* gioas+Cbl cxa-bec 
Bài 3. Cho hình bình hành ABCD với tâm O. Mỗi khẳng định sau đây 
đúng hay sai ? 
_- — ' > -> => 
a) OA-OB= AB ; b) CO-OB = BA ; 
>> >> _> => © 
e) AB-AD=AC ; đ) AB- AD = BD; 
_>- => => — 
e) CD-CO = BD- BO. 
Giải 
- => 
a) OA - OB = AB là sai 
— ¬ 
b) CO - OB = BA là đúng vì do O 
là tâm hình bình hành ABCD nên øy 
_- => 7 7 
BO =OD; BA =CD. 
_> => + 7 
Do đó CO - OB = CO +(—OB) = CO + BO = CO + OD = CD = BA 
e) AB-AD=AC là sai. 
đ) AB- AD = BD là sai e 


_> _> = —> ¬ _— bả c* ca = 
e) CD- CO = BD- BO là đúng vì CD- CO =OD ; BD- BO =OD 
(quy tắc hiệu hai vectơ.) 
Bài 4. Cho hai điểm A, B phân biệt. 


: _>  — 
a) Tìm tập hợp các điểm O sao cho OA = OB; 


— = 
b) Tìm tập hợp các điểm O sao cho OA = -OB. 
Giải 


_-  — 
a) Ta có OA =OB = A =B(A trùng với B) mâu thuẫn với A, B 
phân biệt. thi s¿ tập hợp các điểm O là kp kủo si 
— _-. — 
b) Ta có OÀ =-OB = OA+OB = -0B+ öB - ở 
= O là trung điểm của AB 
Vậy tập hợp các điểm O chỉ một trung điểm AB. 
Bài ð. Cho hình bình hành ABCD, chứng mình rằng : 
>> © ¬ 
DA-- DB+ DC = 0 
Giải 
Ta có do ABCD là hình bình hành 


>> 7 ¬ ¬ 


DA- DB+ DC = BA+ DC = êm BB - ở (đpem) 


Bài 6. Chứng minh rằng : AB c- cb khi và chỉ khi trung điểm của hai 
đoạn thẳng AD và BC trùng nhau. 
Giải 
Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AD và BC. 
>> 7 _-_. — 
Lúc đó Si = si ;BJ=djJC (*) 
- >> + s> 2 


Ta có : AB-= CŨ œ Al lử+ JB = CJ+ JI+ ID 


1x đi (do (*)) 
© 1z (đpcm) 

Bài 7. Cho sáu điểm A, B, C, D, E, F. Chứng minh rằng 
"`. z2 2a D na ¬ ¬ 7¬ 
AD+ BE+ CF = AE+ BF+ CD = AF+ BD+ CE. 

Giải 
ke điểm O nào đó ta có : 
>> 7 _— ẪẰẦ _— . 
AD-= OD-OA ; BE=OE-OB ; CF = OF- OC 
> — Ằ Ằ  ¬ ¬ 
= AD+ BE+ CF = OD- OA+ OE- OB+ OF- OC 
>> — Ằ7- Ằc ẴẰ- Ằ — => Ằ 


= OE- OA+ OF- OB+OD-OC =AE+BF+CD (1) 


Hoàn toàn tương tự : 
_> 7 7c Ð  Ð CS 
AD+ BE+ CF = OF- OA+ OD- OB+ OE- OC 
_> =>. => 
=AF+BD+CE (2) 
Từ (1) và (2) suy ra điều cần chứng minh. 


III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 8. Cho hai điểm A và B phân biệt. Có thể tìm điểm M thoả mãn 
một trong các điều kiện sau đây không ? 
_- ằƒ= Ằ ¬  © +, sả s“ 
a) MA- MB= BA ; b) MA- MB = AB ; c) MA+MB= 0 
Bài 9. Cho tam giác ABC. Hãy xác định điểm M thoả mãn điều kiện : 
+ 7> ằ + 
MA- MB+ MC = 0 
— —. 
Bài 10. Chứng minh rằng với hai vectơ không cùng phương a và b, ta 
- ~ ¬ ẪẰ — —~ 
cólal|l-lbl<la +bl<lal+lbl 
Bài 11*. Cho ba điểm O, A, B không thẳng hàng. Khi nào vectơ 


_. — 
OA +OB nằm trên đường phân giác trong góc WOB ? Khi nào vectơ 


_—. —> 
OA- OB nằm trên đường phân giác ngoài của góc loB ? 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


¬ 
Bài 8. a) Với mọi điểm M ta có MA- MB = BA 
b) Không có điểm M nào thoả mãn điểu kiện trên. - 


_— — 
e) MA+MB= 0 Khi M là trung điểm của AB. 


-+ . => 
Bài 9. M được xác định bởi hệ thức BA = CM hay M là đỉnh thứ tư của 
hình bình hành ABCM. 
>> ¬ ¬ ¬ 

Bài 10. Ta vẽ OA = a , AB = b. Khi đó trong tam giác OAB ta có 

+. sỹ." sêy - = 
OA - AB < OB < OA + AB hay | a | -[bl<|la +bl<lal +lbl. 

_> — 
Bài 11. Khi OA = OB thì vectơ OA+ OB nằm trên đường phân giác của 


Y 
_ góc ñÌOB. Khi đó OA-OB nằm trên đường phân giác ngoài của 
góc OB. 


§4. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


I._ TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


= 
1.Đinh nghĩa: tích của vectơ a với một số thực k là một vectơ, ký 
— 
hiệu là k a được xác định như sau: 
— — 
«Ổ Nếu k >0 thì vectơk a cùng hướng với vectơ a. 
— = 
« Nếu k<0 thì vectơ k a ngược hướng với vectơ a. 


— — = 
« Độ dài vectơ ka là |ka | = lk|| a l, 
. Các tính chất : 


- 
b 


-š 
Với mọi vectơ a, b và mọi số thực k, Ì, ta có : 
Sư —- 
+ka)=(kl). a 
— _- 
+(k+l) a=ka+la 
_— => - =§ 
nh nh 
—-> — 
+ #Ì 0 khí Và lát Xếế keõ Men: a=0 
— _ => 
.Vectơ b cùng phương với a ( a z O ) khi và chỉ khi có số k sao cho 
_- 
b=ka 
4. Điều kiện cần và đủ để ba điểm phân biệt A, B ,C thẳng hàng là có 
— — 
số k sao cho AB =k AC 
—> “ - 
5. Cho hai vectơ không cùng phương a và b. Khi đó mọi vectơ x 
¬> ằẴẰ7 
đều có thể biểu thị một cách duy nhất qua hai vectơ a và b. Nghĩa là 
-. —- 
có duy nhất cặp số m và n sao cho x=ma =nb. 
6. Chú ý: 
e Gọillà trung điểm đoạn thẳng AB. Khi đó với điểm M bất kỳ , ta 


= 


luôn có MA + MB =2 MI. 
e« Chotam giác ABC, G là trọng tâm, Khi đó với mọi điểm M N 


— — —> 


ta có: MA +MB +MC=3MG. .. 


ETET 


:— 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. cho tam giác vuông cân OAB với OA=OB=a. Hãy dựng các vectơ 
sau đây và tính độ dài của chúng. 


_- — - 7 — = >> na > 
OA+OB ; OA-OB ; 3OA+4OB; ". 5OB; X NGHÌN: ấu 
BÊ 


V4 C " xì thứ Lẻ của hình chữ nhật OACB. Ta có : 
oÀ +OB= GÈ = 20K với K là trung điểm của AB 


2 
Ta có ÏOA +OB | =|2 OK |= 2.(OA? - AK?) = 2 |s” - =. 


:; ~z “= => ằẰ©Ằ — 
se Ta có OA -OB =BA=| OA -OB|=|BA |=BA 
Do A OAB vuông cân tại O = BA =2 OA? = a2 
=“ —- 
Vạy | OA -OB | = a2 


- 
. Du duy OÀ, =8 OA _ OA, =3a 

OB =4 0B OB¡ =4a 
GọiC, là đỉnh thứ tư của hình chữ nhật OA,C;B, ta có: 


—~- —~ ~- =ả mả A 
|8 OA +4 OB|=ÌOA, +OB, |= | OC; | : 


Ta có : OC, =j|OB,°+B,Cj2 (Định lý pitago) 


=.j0oB,ˆ? +OA,? =V16a? +9a? =5a Â 
a 


—- ~ 
Vậy |3 OA +4 OB | = 5a o 
—~- 21> Ì 21 a B 
OÀ; =—-OA OA;=—a 
e Dựng vectơ 4 > 4 


—- = 
OB,=2,50B  (OB; =2,5a 
Gọi C¿ là đỉnh thứ tư của hình chữ nhật OA;C;B;. Ta có : 
921 > ~- => = —~ Bạ 
ki sổ 2,BOB = OA;+ OB; = OC, 


21> má c4 
= |“ “OA +2,s5OB |=| OC, | ^ 
4 


Xét tam giác vuông OA;€; ta có 
OC;? = OA;? + A;C¿? 


>> OC; = V6, 25a” + 27,5625a” s 


E=n 
Vậy I2LoÀ +8,5OB |= ` iu 
4 4 
_— 
OA¿ = ¬ 0A OA;= — 
« Dựng vectơ =) 4 
OB, = _gy OB, = — 
3 7 3 7 
Gọi C; là đỉnh thứ tư của hình chữ nhật OAzC¿Bạ. Ta có : 
11? 3 > 11 > 3 > > _—> = 
——OA-~OB = —OA+| -~0B | = OA;+ OB; = OC; 
4 Yì 4 Ÿ e À 
3 3 
= = _— 
= I1! O8 | = lo, l 
4 7 
Xét tam giác vuông OAsa ta có OC¿? = OA¿?+ Azœ? 
D 2 2 Elcc 
= OCa= (+) (2) = mm A 


112% Gà X6073 
Vậy I1 gA.. Š g8 Tế 
4 7 28 By l) 
Bài 2. Cho tam giác OAB. Gọi M, N lần lượt là trung điểm hai cạnh 
OA và OB. Hãy tìm những số m và n thích hợp trong các đẳng thức 


sau đây. 

_> —> — — — — 
OM=mOA+nOB ; MN = mOA+nOB 
—- ¬ ` © ~ —- — 
AN=mOA+nOB ; MB = mOA+nOB 


Giải 
= má = 


MX/ 1 —> => 3 

« OM=mOA+nOB bu = mOA+nOB (Vì M là trung điểm OA) 
1 =á kxai 

c© (‡-n)eà =nOB (1) 


—- —- 
Mà OA và OB không cùng phương 


_-> 
(J-mjoA- SẺ. gHt mi “^ 
đo đó (1) xảy ra © 3 s42 © 2 
nOB- 0 n=0 n=0 


Vậy OM = "huời 0.OB 
—~ —- —- 
e®e MN=mOA+nOB 
1 - 


—- —- 
AB=mOA+nOB (doM, Nlần lượt là trung điểm.OA và OB) 


1, —- 1 —> 1 = 
Cờ” ước OÄ) = mOÀ+ nOB =(š-n)eh-(š+m)oà (2) 


—- — 
Mà OA và OB không cùng phương 


2 
do đó (2) xảy ra © Vi ck 1 = 1 
(§+m)oA-ö - Miu bao m=-— 


= — 


> 1 1 
Vậy MN = rẺ “Xe z4 F-au 


— — —- 
° u)Ác TRO RE 
¬ —~ 


© ON- QÀ = mOÀ+nOB ©° s08- OA = mOÀ+nOB 
=(3-n)ð8 =(m+1)cÀ (8) 
— = 
Mà OA và OB không cùng phương 
1 = =- 
(š-n)oà-  T- l g. 
do đó (3) xảy ra © 3 =>‹4‹2 2 
_> 7 
(m0 0-8041 e0- - Um«e& 
~ > 1 
Vậy AN = -1.OA+ 0P 
- —~ —~ > - - 
« MB=mOA+nOB  OB-OM =mOA+nOB 
—> 1> —- —- — 1 la 
© OB- —OA = mOA+nOB © (1-n)OB = §: m)oÀ (4) 


— = 
Mà OA và OB là hai vectơ không cùng phương 


>> 

(1-n)OB = 0 l-n=0 n=l1 

do đó (4) xảy ra © 1 + =>#2@4Ì = 1 
m)oÄ - 0 - xin can 
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—> LG ộ c— 
Vậy MB = ~- OA+ 1.0B 


Bài 3. Gọi M và N lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng AB và CD. 


—> —> => ¬ _> 
Chứng minh rằng: 2MN =AC +BD=AD +BC 
Giải 
Vì N là trung điểm của CD nên ta có : 
=8 — so — —~ =) "-. => 
2MN=MC +MD=MA +AC + MB + BD=AC +BD 
— “.. 
(vì M là trung điểm AB nên MA + MB = 0) 
c —> Â = — — — c— —> 
Ta lại có: 2MN =MC +MD=MA +AC + MB + BD =AC + BD 
— _> 
(vì M là trung điểm AB nên MA +MB= 0) 


= _> —~ — — 
Vậy 2MN = AC +BD=AD +BC 
Bài 4. Cho tam giác ABC và điểm G. Chứng minh rằng: 


-> _— _ . 
a) Nếu GA +GB +GC = 0 thì G là trọng tâm tam điác ABC. 
Ầ ĐC —> 1(> => -'-> 
b) Nếu có điểm O sao cho oŠ=2 (OÀ+ OB+ œ) thì G là trọng tâm 


tam giác ABC. 
Giải 
a) Gọi I là trung điểm của BC. Ta có : 
— = >> ẪẰ7 
GA +GB +GC=O 


=> 


—> ẪẰ 
©GA +2GI= O =G, A, I thẳng hàng G nằm giữa A và I 
Sao cho GA = 2GI = G là trọng tâm tam giác ABC. 
b) Với G bất kỳ 


Ta có 
>> ƒ— ằ— = —- =ả —> => 


= > — 
OA + OB+ OC = 3OG  OG'+ GA '+ OG '+ GB + OG + GC' =- 3OŒ 


_> >> ẴẰ Ằ— 
c© GA+GB+GC = O © G là trọng tâm tam giác ABC (theo câu a) 
nĂ~. _- - 
Bài ð. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Đặt a = GA My b =GB.Hãy 
>> —- 
biểu thị mỗi vectơ AB, GC, BC, CA qua các vectơ Ệi và b 
Giải 
>>  ẴẰẴ —-> 
« Ta có: Ah= GA=b-a=-a+b 
_>  — 


« Tacó GÀ +GB +GC = 0 
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_> —> _—> => —>  Ằ= 


_ 
= GC=-GA -GB=-a-b_ Vậy GC =-a -b 
_— _—> => 


— _> -> _> >> => 
se Ta có BC =GC -GB = -GA -GB -GB= -GÀ-2GB=-a-2b 


_> =“ = 

Vậy BC=-a—2b 

_> => 7? Ằ ¬ = — _> => 

« Ta có CA =GA-GC =GA+GA+GC (vì GA +GB +GC= 0) 
_- _ — 
=2GA+GB=2a+b 

Bài 6. Chứng minh rằng nếu G và Œ' lần lượt là trọng tâm tam giác 


>> c _> ẪẰ 
ABC và ABC thì 3GG'=AA'+ BB + CC'. Từ đó hãy suy ra điều 
kiện để hai tam giác ABC và A'B'C có trọng tâm trùng nhau. 


Giải 
Vì G' là trc"g tâm AATB'C nên 
— — — — 
3GG' = GA' + GB' + GC' 
— lo — — — —> 
= GA +AA'+GB+BB' + GC + CC' 
— — — — _> — — — —> 
= GA +GB +GC + AA' + BB' + CC'=AA' + BB' + CC' 


— — “+ “3 
(Vì G là trọng tâm AABC = GA +GB +GC= 0) 
Từ đó suy ra điều kiện cần và đủ để hai tam giác ABC và A'B'C' có 


cùng trọng tâm (có trọng tâm trùng nhau) là : 
= — _- 
AA' +BB' +CC'=0 
Bài 7. Cho lục giác ABCDEF. GŒ\ì P, Q, R, 8, T, U lần lượt là trung điểm 
các cạnh AB, BC, CD, DE, EE, h A. Chứng minh rằng hai tam giác PRT 


và QSU có trọng tâm trùngnhau. 
: Giải 
Để chứng minh hai tam giác PRT và QSU có trọng tâm trùng nhau ta 
— — _> 
chứng minh PQ +RS +TU= 0 (theo bài 6) 
Thật vậy do Q là trung điểm của BC do đó 


>> 1” 7 1 
PQ= pH G PGD NỆP PA) 


Vì P là trung điểm của AB 
mm. =®. = 
= PQ = AC 


Hoàn toàn tương tự ta có : 


— ¬ = 


> 
RS=- 


—-> _> 1 _> * * 1 + › 
Vậy Pộ+ RS+ TU = Cho g CE: PA) AA - 0 œipem) 


Bài 8. Cho tứ giác ABCD. Chứng minh rang 
ý L > > > -> —> 

a) Có một điểm G duy nhất sao cho GA -GB - GC +GD= 0. 

Điểm G như thế gọi là trọng tâm của 1 điểm A, B, C, D. Tuy nhiên, 

người ta quen ngọi G là trọng tâm của tự giác ABCD 
b) Trọng tâm G là trung điểm cua các đoan thăng nối trung điểm các 
cạnh đối của tứ giác, nó cũng là trung điểm của đoạn thẳng nối trung 
điểm hai đường chéo của tứ giác 
e) Trọng tâm G nằm trên các đoạn thăng nồi một đỉnh của tứ giác và 
trọng tâm của tam giác tạo thành bơi ba đỉnh còn lại. 
Giải 
a) Ủ Lấy một điểm O xe: tịnh nào đó ta có : 
_—>  =— 3ð - 3 — 
GÀ+ GB+ GC+ GD = OÀ- o6- OB- OG+ OC- OG+ 0D- oŠ 
- => 
= OÀ+ OB: 0Ắ: 3. 4 o6 
>> ẴẰ — ẴẰ 
Bởi vậy =3 kuảời một GC+ GD = DỊ 
—- 7 

Thì OÀ+ oöB+ oẲ OD- 4OG=0 


_— ƒ Ằœ 7 


Hay oŠ =(OÁ+ OB+ OC+ OD) mà O, A, B, D xác định. 


Vậy điểm k được xác định. 
- % 
s« Giả _ còn có điểm G' sao cho GÀ + GB' + mối GD'= = F 
-+ = -> - 


Suy ra GÀ+ GB+ ong GD = GA + GB + GC'+ GD' 


= 406'=4O06 =` 4G6'- ở «eG=G 
Vậy điểm G được xác định duy nhất. 
Điểm G như vậy gọi là trọng tâm của tứ giác ABCD 
b) Gọi M, N là trung điểm hai cạnh đối nào đó (AB và CD chẳng hạn) 


và G là trọng tâm của tứ giác ABCD C 
-  ¬ ẴẰ 


Ta có : 0- GA+ GB+ GC+ GD 


— —- M 
=2GM+2GN 
(vì M là trung điểm của AB) 
>> c7 
= 2GM=GA+ GB, Ậ 
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-š =3 -} 
N là trung điểm của CD = 2GN=GC+ GD) 


¬ _-  — 
= 00=2(GM+GN) 
Suy ra G là trung điểm của MN 
Hoàn toàn tương tự ta có được G là trung điểm đoạn thẳng nối trung 
điểm của hai cạnh BC và AD và G cũng là trung điểm đoạn thẳng nối 
trung điểm hai đường chéo AC và BD. 

e) Ta chọn một đỉnh nào đó của tứ giác ABCD. Chẳng hạn đỉnh A và 
gọi Gạ là trọng tâm của tam giác BCD tạo thành bởi ba đỉnh còn lại 
của tứ giác ABCD. Ta phải chứng minh rằng trọng 
tâm G của tứ giác phải nằm trên đoạn thẳng AGạ . 


Thật vậy vì G là trọng tâm của tứ giác ABCD nên : B 
>> =— 
GA+GB+GC+GD=0 (Œ*) 

Lại có Gạ là trọng tâm của tam giác BCD nên : 


>> =a 
GB+ GC+ GD =3GG„ 


C 


—~ -. => 
Như vậy từ (*) ta suy ra: GA+ 3GG, = 0 


= = 
= GA và GG„ ngược hướng nhau, suy ra G nằm trên đoạn thẳng 
AGa (đpcm) 


IIL BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 9. Cho tam giác ABC và một điểm M tuỳ ý. Chứng minh rằng vectơ 
-$. 3 2 —- 
- =v = MA+ MB-2MC không phụ thuộc vào vị trí của điểm M. Dựng 
điểm D sao cho CD = v 
Bài K.. Cho : điểm S M, „ và số k. Lấy các điểm M' và N' sao cho 


OM'= kOM,, ON'= kOÑ 


c. 
Chứng mình rằng : MN' =kMN 

Bài 11. Cho hai hình bình hành ABCD và AA'CT' có chung đỉnh A. 
Chứng minh rằng : 

_ ƒ— . 

a) BB'+CC+ DD'= 
b) Hai tam giác BCD và B'CD' có cùng trọng tâm. 

Bài 12. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), H là trực tâm tam 


gián n và Dlà h tang điểm cạnh BC. Chứng minh rằng : 
— 7œ 7 ¬ ¬ ¬ 


a) AH= 2zOÐ ; b) OA+ OB+ OC =OH ; c) HA+ HB+ HC = -2HO 


- 
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d) Đường thăng HO đi qua trong tạm G cúi trưa giác ABC (đường 
thăng đó gọi là đường thăng C-lc của tam giác ABC) 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỜNGDẪN GIẢI. 
»bỎỏ na = 
Bài 9. v = CA+CB = 2CO (với O là trung điểm của AB) 
—~ “.. —- 
Vậy vectơ v không phụ thuộc vào vị trí điểm M. Vì CD = v =2CO 
nên D là đỉnh thứ tư của hình bình hành CADB. 


_> —~- — —> — 
Bài 10. Ta có: M'N'=ON' -OM'= kON- kOM 
_— =¿ 
= k(ON+ OM) = kMN 
_ ằœ 7 
Bài II. a) BB+C'C+ DD 
- _` => =— _- _> 
= AB- AB+ AC- AC+ AD- AI; 
` ƒ> — ẴẰ7œẰ ẴẰ 
= AC- AC- AC+ AC = O 
b) Để chứng minh hai tam giác BCÌD và BCD' có cùng trọng tâm ta 


—  ¬ ¬ 

chỉ cần chứng minh : BB'+ C'C+ DD' = O 
= —~ 
Bài 12. a) Gọi B là điểm đối xứng với B qua O. Suy ra AH = BC 


— — —- = 
Do BC=2OD. Vậy AH = 2O 
— —- —- — —~ 
b) Ta có OA = OH +HA =OH- AH 
—* = — = — 
= OH -2OD =OH-(OB + OC) 
— — =ó - 


Suy ra OA + OB + OC =OH 


= —- — — _ > —> 
©) HA + HB +HC = 3HO + OA + OB +OC 


= — 


— ->_ —> =. —~ 
=3HO + OH =2HO. Vậy HA + HB + HC =2HO 


đ) Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên từ kết quả câu b ta suy ra 
— — 
3OG =OH_, do đó H, O, G thẳng hàng. 


§5. TRỤC TỌA ĐỘ VÀ KIỆ TRỤC TỌA ĐỘ 


I.TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Trục tọa độ : 
« - Trục tọa độ (còn gọi là trục, hay trục số) là một đường thẳng trên 


cš 
đó đã xác định một điểm O và một vectơ ¡ có độ đài bằng 1. 


"›——_—_— — —*#“—>®>_— ——* 


X 
3 S7 q 


= 
Điểm O gọi là gốc tọa độ, vectơ ¡ gọi là vectơ đơn vị của trục tọa độ. 


BC 
Trục tọa độ như vậy được ký hiệu (O; ¡). 
e - Tọa độ của vectơ và các điểm trên trục : 
—- —> : _- —- 
Cho vectơ u nằm trên trục (O; ¡ ), thì số a xác định để u =a ¡ 
=> _— 
gọi là tọa độ của vectơ u đối với trục (O; ¡ ). 


— ®* 
Cho điểm M nằm trên trục (O ; ¡ ). Khi đó tọa độ của vectơ OM là 


tọa độ của điểm M. 
e - Độ dài đại số trên trục : 


¿á, 
Cho-hai điểm A, B nằm trên trục Ox thì tọa độ của vectơ AB được ký 
.. ~- 
hiệu là AB và gọi là độ dài đại số của vectơ AB. Như vậy : 
_ = xố K—d 
1. Hai veetơ AB và CD bằng nhau khi và chỉ khi AB = CD 


_> _— _> ,.Ỹ ._ NI 
2. Hệ thức AB + BC = AC tương đương với AB + BC = AC 
2. Hệ trục tọa độ : 


% _—> => ¬.. —~ —- 
e - Đối với hệ trục tọa độ (O; ¡; j )nếu a =xi +y j thì cặp số 


— ~ 
(x; y) được gọi là tọa độ của vectơ a và ký hiệu a = (x; y) hay 
_— 
a (x;y). Sõ thứ nhất x gọi là hoành độ, số thứ hai. y gợi là tung 


+ 
độ của vectơ a. 


: xác” š Íx =xˆ 
Suy ra: a (Xx; y) = bi ? y)© 4 : 
Ìy=y 


3. Biêu thức tọa độ của các phép toán vectơ 


> - 
ho a =(x;¡y)và b=(x'; y). Khi đó : 
> < > —- 
se Ằa + b=(x+x;y*y); a - b=(x=x;y-y) 
_> 
«Ồ ka =(kx; ky) với ke R. 
› 


- 
« =a cùng phương với b khi và chỉ khi c = # (với x`# 0; y` z 0Ì 
bộ M 


1. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tọa độ của vectơ được gọi là tọa độ của 
liêm M. 


với hai điêm M (xw; yM) và NÑ (xy; VN) Ea CÓ : MÑ = (XN — XM; YNT— 
/M) 

3. Cho M (xu ; yw) và N (xy ; yx). Gọi P (xp; yp) là trung điểm cúa đoạn 
,hẳng MN ta có : 


XM TXN 
s, ø SH 
Yụ +Y 
b- S Tờ: 


3. Cho tam giác ABC có A (xa; yA), B (xg; ym) , C (xc ; yc). G là trọng 
XA +Xp +Xc „ 
_——“Í 
= ZA *Yn +TYc 
8 


:âm tam giác, G (xe; yo). Khi đó : xe = 


MÔ 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Trong hệ trục tọa độ, các mệnh đề sau đúng hay sai? 


a) Hai vectơ Fí (26; 9) và F4 (9; 26) bằng nhau. 

b) Hai vectơ bằng nhau khi và chỉ khi chúng có hoành độ bằng 
nhau, và tung độ bằng nhau. 

eœ) Hai vectơ đối nhau thì chúng có hoành độ đối nhau. 


— > 
d) Vectơ a cùng phương với vectơ ¡ nếu a có hoành độ bằng 0. 
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e) Vectơ hs có hoành độ bằng 0 thì nó cùng phương với vectơ Xiế 
Giải 
« Các mệnh đề đúng là : b, c, e; 
e Các mệnh đề sai là : a, d. 
Bài 2. Tìm tọa độ của các vectơ sau trong mặt phẳng tọa độ 


—- =-.. _- — — — 
a =-i ;b =ð5j;c =3i -4j; 
= “`. = _ — - — 
d =-(j-i); e =0,lỗ i+l,3j ; f =mi- j.cos242. 
Giải 
— —- ` 
°«e =a =—-i ©a=(-l:0) 
— —- —~ 
# b =ð8j œ B =(0;ð) 
— —> — — 
s -d=3i =4] œ c =(8;¡-4) 
= ".. _ => ì, 
=<(j~ di all 
": s(Ì ¡)© [ 5 3) 
— - _> =¿ 
«©  e =0,lỗi¡ + 1,3 j © e=(0,15; 1,3) 
— >> ằẰ© — 
«  f =mi -— j .cos24”ce» f =(w ; -cos24°) 


c> — —> 
Bài 3. Cho a (2; 1), b(3; 2), c (7; 2). 
—~ —~ 
a) Tìm tọa độ của vectơ u =2a -3 
=) + ƒ—> Ằ= —- 
b) Tìm tọa độ của veetơ x sao cho x + a =b -c 


z `à=- =£¿ —* 
e) Tìm các số k,l để c =lka +lb.. 


Giải 
— >> © — = — = = — 
au =22¡ + j)-3(31i +4j)+7i +2j =2i -8j 
.— 
=>u =(2;-8). 
_- ẴẪẰ 5 - 
b) Tacó: b - c =!3-7;4-2›=(-4;2) 
— —> — 
Gọi x(x; y)= x + a =(%X+2;y+1). 
1". =á => = lx+93= -4 =-6 = 
“¬—.. `“ AI hay x(-6; 1) 


—> — -> _> _> _— 
e) Tacó:ka +lb =k(2¡ + J)+l31 +4j]) 
c> _> 
=(2k+3l)¡ +(k+4l) J 
—> —> 
=ka +lb =(2k +3l;k + 4l). 


—> = — =7 = 
Do đó c =ka +lb HP =t bủu 


k+4l=2 =-0,6 
~ — — 
Vậy với k = 4,4 và Ì = -0,6 thì c =ka +lb 


-> 1 _ 7 — -> 
Bài 4 Cho u =; ¡ -Bj , V=ki -4]. 


_ — 
Tìm các giá trị của k để hai vectơ u, v cùng phương. 


Giải 
- 1 ~ 
Theo bài ra: u =l§:-$Ì, v =(k;-4). 
1 
GA 2 _ 5 2 
Để u, v củng phương.© Ô = TT TM miếng km 


Vậy k = : là giá trị cần tìm. 
Bài 5. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 


- 
a) Tọa độ của điểm A bằng tọa độ của vectơ OA, với O là gốc tọa độ; 
b) Hoành độ của một điểm bằng 0 thì điểm đó nằm trên trục hoành; 
e) Điểm A nằm trên trục tung thì A có hoành độ bằng 0; 
d) P là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi hoành độ điểm 
P bằng trung bình cộng của các hoành độ hai điểm A, B; 
e) Tứ giác ABCD là hình bình hành khi và chỉ khi trung bình cộng 
các tọa độ của A và C bằng trung bình cộng của tọa độ tương ứng 
của B và D. 
Giải 
«e Các mệnh đề đúng là : a, c, e. 
«e Các mệnh đề sai là : b, d. 
Bài 6. Trong mặt phẳng tọa độ cho ba điểm A (-3 ; 4), B (1 ; 1), C (9 ;-5) 
a) Chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng. 
b) Tìm tọa độ điểm D sao cho A là trung điểm BD. 
e)› Tìm tọa độ điểm E trên trục Ox sao cho A, B, E thẳng hàng. 
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Giải 
— — 
a) Ta có AB =(1+3; 1-4) hay AB (4; -3) 
= 
=(9+3;-B - 4) hay AC (12; -9) 


= = 
suy ra AC = 3AB hay A, B, C thẳng hàng. 
b) Gọi D (xp; yp) là điểm sao cho A là trung điểm của BD 


liấnp  —- 
d nã “ng Vậy D = (~7; 7). 
L*YD „„ yp =7 
2 
uás..luá3-ˆn 7, mui Ớ 
¬ sài má. đế x 7Ã 
Do vậy để A, B, E thẳng hàng thì AÈ và FC cùng phương hay 
TH - =1, VayE(2;0 
Áo ng ân“ g‹ Vậy Vạn 61. 


Bài 7. Cho điểm M (x; y). Tìm tọa độ của các điểm 
a) M¡ đối xứng với M qua trục Ox. 
b) M¿ đối xứng với M qua trục Oy. 
e) Mạ đối xứng với M qua tâm O. 
Giải 
a) Gọi tọa độ của Mì (x¡; y¡) là điểm đối xứng với M (x; y) qua trục Ox. 
= Đ Su h5 "kg = hay Mụ (x; —y) 
yyty=0 _"..* 
b) Gọi M; (x¿; y¿) là điểm đối xứng với M (x; y) qua trục Oy. Khi đó. 
M Củ > c© * ước hay M; (-x; y). 
„..y số) 
e) Gọi M; (xạ; yạ) là điểm đối xứng với M qua tâm O. Khi đó 
Xa+x=0 Xạ =-X : 
P y0 Đa =¬y ii Su 
Bài 8. Trong mặt phẳng tọa độ cho 3 điểm A (-4; 1), B (2; 4), C (2; -2). 
a) Tìm tọa độ trọng tâm của tam giác ABC. 
b) Tìm tọa độ điểm D sao cho C là trọng tâm tam giác ABD. 
e) Tìm tọa độ điểm E sao cho ABCE là hình bình hành. 
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Giải 
a) Gọi G (xo; yo) là trọng tâm tam giác ABC. Khi đó 


_>- => => = 


ke 
GA+ GB+GC = 0 mà GA =(-4-xẹe;l-yQ) ; 
—> 


GB =(2-xe;4-yG) ; G© =(2-xe;-2-ÿQ) - 

-4- xe +2-xXe +2-xXe =0 XG 
Il-yq +4-yc +(-2)-yc =0 lm 
b) Gọi D (xp; yp). Khi đó, để C là trọng tâm tam giác ABD. 


=0 
suy ra Vậy G (0; 1). 


Ủj 


.... 13% c— 
thì 3 hay 3 
yẹ = YA Y8 tỲp _,- ltắtYp 
B 3 3 
6= -2 = 
củ la 1 Vậy D (8; -11). 
Ì-6 =5+yp yp = -11 


e) Gọi E (xg; yg) là định thứ tư của hình bình hành ABCE. 
— = 
Suyra AB = EC (*) 


— — 
Mà AB = (6; 3), EC = (2 - xe; -2 — yg). 


6=2-xg lnh 
= 


-4 
Do đó từ (*) Vậy E (-4; -ð). 
3= -2-yp 


Yg= -5ð 


III BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 9. Cho ba điểm A (2; 5), B (1; 1), C (3; 3) 


. —- —~ — 
a) Tìm tọa độ điểm D sao cho AD = 3AB-2AC ; 
b) Tìm tọa độ điểm E sao cho ABCE là hình bình hành. Tìm tọa độ 

tâm hình bình hành đó. 

Bài 10. Cho tam giác ABC có A (-1; 1), B (5; -3) , đỉnh.C nằm trên trục 
Oy và trọng tâm G nằm trên trục Ox. Tìm tọa độ đỉnh C. 

Bài 11*. Biết M (xị; y), N (Œ¿; y¿), P (xạ; va) là trung điểm ba cạnh của 
một tam giác. Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác. 

Bài 12 *. Cho tam giác ABC với A (1; 5), B (-4; -5) , C (4; -1). 
a) Tìm tọa độ chân đường phân giác trong và ngoài của góc A; 
b) Tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 9. a) D (-3 ; -3). b)E(4;7). 


Khi đó tâm I hình bình hành ABCE có tọa độ là I (š:+) 


Bài 10. C (0; 2) 
Bài 11*. Ký hiệu M, N, P là trung điểm các cạnh AB, BC, CA của tam 
giác ABC. 
Á (XỊ + Xã — X¿; ÿ¡ + Y3 — Y2) 
B(Xị + XạT X¿; ÿì + Y3 T— Y2) 
€ (X; + Xa — XỊ; Y2 + YaT— Vh). 


Bài 12*. a) Vẽ phân giác trong AM và phân giác ngoài AN thì M (1; -š j 


N(16;5). 
b) Vẽ phân giác góc B cắt AM tại I. Khi đó I là tâm đường tròn nội 
tiếp trong tam giác ABM ta có I (1 ; 0). 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Vectơ: 
- Vectơ là một đoạn thẳng có hướng. 
- Hai vectơ bằng nhau nếu chúng cùng hướng và có độ dài bằng nhau. 


2. Công và trừ các vectơ: 
_— —- 


- 
- Quy tắc ba điểm: với bất kỳ ba điểm A, B, C ta đều có AB + BC = AC 
- Quy tắc hình bình hành: nếu ABCD là hình bình hành thì 


= — = 
AB + AD = AC 
4 . 
- Quy tắc hiệu vectơ: cho vectơ AB với điểm O bất kỳ ta luôn có 
= — = 
AB = OB - OA 
3. Phép nhân vectơ với môt số 
- Nếu b = ka (a + 0) thì: b cùng hướng với a nếu k> 0, b ngược 


- = —* - 
hướng với a nếu k< 0 và | b | = |kl.|a |. 
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- Các tính chất: 
_ = 
1) kí. a)=(Œ.Ù a 
~' — › 
2) (k+l) a =ka +la 
3) k(a + b)=ka +kb 
4) ka = Ở ák= 0 ho§ế 3 = ở 


- Một số công thức để làm bài tập 
1) Nếu I là trung điểm đoạn thắng AB thì với điểm O bất kỳ, ta có 


—>_ q1Í> = 
OI = 5 OA + OB 
2) Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì với điểm O bất kỳ, ta có 
= 1Í>* — —> 
CỔ = 0| GIÁ # ĐỀ + QẢ, 


3) Điểm M gọi là chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k # 1 nếu 


= = 
MA =kMB. 
Khi đó với điểm O bất kỳ, M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k # 1 thì 
m =ˆ =. 
OM = OA-kOB 
1-k 


4) Tọa độ của vectơ và của điểm. 
-- Đối với hệ trục (O; ¡ ; j ) (hay Oxy) trong mặt phẳng tọa độ: 
1) ụ =(¡b)e u =ai +bj 
- 1 —- 
2) Điểm M(x; y) © OM = (x; y). 
- Nếu u(x;y¡) và v(X;¿;y¿) 
1) u + V =(Xi+X¿;Yy+Yy¿);u — V =(Xị—X¿;Y—ÿYa). 


2) ku =(kxy;kyi) 


: —- 
- Nếu A(xA;yA); B(xg;yp) thì AB = (xXg—XA;YB—YA) 
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= 1) Nếu I là trung điểm của AB thì I = X3 SG ớc THẾ 


2) Nếu G là trọng tâm tam giác ABC có A(xạ;yA); B(xpg;ypg) và 
CUxo¡yc ) thì G ~ (5â ~ŠR Tắc, nai 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Hãy nói rõ vectơ khác đoạn thẳng như thế nào ? 
Giải 
e Vectơ là một đoạn thẳng nhưng có phân biệt thứ tự của hai điểm 


—- =. 
mút. Vậy vectơ AB và vectơ BA là khác nhau. 

`» Đoạn thẳng có hai điểm mút, nhưng thứ tự của hai điểm mút đó như 
thế nào cũng được. Đoạn thẳng AB và đoạn thẳng BA là một. 


— - 
Bài 2. Nếu hai vectơ AB và CD bằng nhau và có giá không trùng nhau 
thì bốn đỉnh A, B, Ở, D có là bốn đỉnh hình bình hành không ? 


Giải 


Nếu hai vectơ AB và CD bằng nhau và không nằm trên một đường 

thẳng thì bốn đỉnh A, B, C, D có là bốn đỉnh hình bình hành ABCD. 
Bài 8. Nếu có nhiều vectơ thì xác định tổng của chúng như thế nào? 
Giải 

” Để xác định tổng của nhiêu vectơ ta làm như sau: 
Lấy vectơ bằng vectơ thứ nhất, khi đó điểm đầu của vectơ thứ hai là 
điểm cuối của vectơ thứ nhất, điểm đầu của vectơ thứ ba là điểm cuối 
của vectơ thứ hai, quá trình cứ như vậy cho đến điểm đầu của vectơ 
thứ n là điểm cuối của vectơ thứ n-—1. Khi đó tổng của n vectơ được 
xác định là vectơ có điểm đầu là điểm đầu của vectơ thứ nhất, điểm 
cuối là điểm cuối của vectơ thứ n. 


Bài 4. Hiệu hai vectơ được định nghĩa qua khái niệm tổng hai vectơ 


như thế nào ? 
Giải 
Hiệu của hai vectơ được định nghĩa là tổng của vectơ thứ nhất và 
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vectơ đối của vectơ thứ hai. a - b= a +(- b) 


Bài 5. Các đăng thức sau đây đúng hay sai ? 


› ›» => -+> => _— 
a) MN = OM-ON; b) OA-OB = BA; 
> —Y _> —> =t E2 
e) OA+OB = - BA; đ) OP+ QO = -PQ. 
Giải 
> >> —3 _> —> _—> = 
a) MN = OM-ON là sai v OM-ON = NM z MN 
b) Đúng; ©) Sai; đ) Đúng. 


Bài 6. có thế dùng phép nhân vectơ với một số để định nghĩa vectơ đối 

của một vectơ hay không ? 

Giải 
ị - - 
Theo định nghĩa đối của vectơ a là vectơ -a. 
: 2 = 
Theo định nghĩa phép nhân vectơ với một sô 1a có :-a = (-1). a 
- lẻ = 

Suy ra vectơ đối của vectơ a là vectơ (-1). a . Vậy có thể dùng 

phép 


nhân vectơ với một số để định nghĩa vacrơ đối của một vectơ. 


- 


Bài 7. Cho hai vectơ a,b không cùng phương. Trong các vectơ c, d, 


So 


u,v, x, y sau đây hãy chỉ ra các vectơ cùn:, hướng và các 


vectơ ngược hướng: 


án TR* Bi ấm = ư Rẹ u=3a+4b; 
2 3 3 

- Z =% - 12 17 — 

v=j3a-b; khớn so y=-9a+8b 


Hai vectơ e và d có cùng phương hay không ? Tại sao ? 
Giải 
- —- 
e Những vectơ cùng hướng: d và y 
- + ẪẰ- _- — — 
se Những vectơ ngược hướng: u và d; u và y; c và x 


, 
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e Hai vectơ P và ẳ không cùng phương vì không tôn tại số thực k 
nào đó: ° = kể. 
Bài 8. Cho tam giác ABC với trung tuyến AM và trọng tâm G. Các 
khẳng định sau đây đúng hay sai ? 


=ˆ = >> a7 = 1— 
a) AM =2AG; b) AG = AM; c) MG = ;GA; 
đ AG = 5| AB+ AC |; e) GB = AG+BG. 

Giải 
a) Sai ; b) Đúng ; e) Đúng ; 
đ) Sai ; e)Sai; 


Bài 9. Cho biết tọa độ hai điểm A và B. Làm thế nào để: 


.> 

a) Tìm tọa độ vectơ AB tạ 

b) Tìm tọa độ trung điểm của đoạn thẳng AB. 
Giải 


ĩ =. Tà g4 2 Kì P 
a) Ta có AB = OB- OA, mà tọa độ vectơ OB là tọa độ điểm B, tọa 
- 
độ vectơ OA là tọa độ điểm A. Từ đó ta chứng minh được tọa đò 


` xá ì ⁄ 
vectơ AB bằng tọa độ điểm cuối B trừ đi tọa độ điểm đầu A. 
b) Giả sử A(xa;y), B(xp;yp). I là trung điểm của AB thì 


lC +Xp ,YA Am) 
TT °.7 . 


Bài 10. Cho biết tọa độ 3 đỉnh của một tam giác. Làm thế nào để tìm 
tọa độ trọng tâm của tam giác đó. 
: Giải 
Giả sử tam giác ABC có A(xa;yA)., B(xp;yp), C(xc;yc). G là trọng 
+ ẴÔ 
tâm tam giác > GA + GB+@GC = 0. 


Từ đó suy ra được G[Z2- TT Ja tần cưc ) 
_ 3 , 3 
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Bài 11. Cho tam giác ABC. Hãy xác định các vectơ 


- _> ẪẰ7 _>  — _ — 
AB+BC; CB +BA; AB+CA; BA+CB; 
+ — _ 7 _> — _-. — 
BA+CA; CB-CA; AB-CB; BC - AB. 
Giải 

" —> _> — 

« AB+BC = AC e CB+ BA = CA 

_>  — _—_  — _> _>  —> _>  —> — 
®Ồ AB- CA = CA+AB =CB « BA +CB = CB + BA = CA 
—> .> _> 

e BA +CA = DA 

( D chính là điểm thứ tư của hình bình hành ABDC ) 

- c3 —~ -  =š =>: =š —- 
« CB-CA = AB ® AB-CB = AB+BC = AC 


>> => _> —> —- 5 
e BC- AB = BC+BA = BE (E chính là điểm thứ tư của hình bình 
hành ABCE ) 
Bài 12. Cho ba điểm O, A, B không thẳng hàng. Tìm điều kiện cần và 


_- — 
đủ để vectơ OA+ OB có giá là đường phân giác của góc AOB. 
Giải 
+ 


Ị _- 7 —- 
Gọi C là điểm sao cho OACPB là hình bình hành thì OA+ OB = OC, 


-Š 
Vectơ OC nằm trên đường phân giác của góc AOB khi hình bình 
hanh OACB là hình thoi; tức là OA = OB. 

Bài 13. Gọi O là tâm của hình bình hành ABCD. Chứng minh rằng với 


¿ Ị = I2? > 3> > 
điềm M bất kỳ, ta có MO = ~| MA+MB+ MC: MD |. 


Giải 
Ta có: Do O là trung điểm của AC và BD nên ta có 
_-  — — _> — 
MA+MC =2MO và MB+ MD = 2MO. 


> 7 ằẰœ ẴẰ = 
Vậy MA+ MB+ MC+ MD = 4MO hay suy ra điều phải chứng minh. 
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Bài 14. Cho tam giác ABC. 
a) Tìm các điểm M và N sao cho 


>> => _> >> => = 
MA-MB+MC = 0 và 2NA+NB+NC = 0. 


b) Với các điểm M, N ở câu a, tìm các số p và q sao cho 
= -_- 7 
MN =pAB+qAC. 

Giải 
“Ta .. A M 
a)s° MA-MB+MC = 0 
- => ẴẰ 

© BA+MC = 0 
Vậy M là đỉnh thứ tư của hình 
bình hành ABCM. 

+ + -+ ẪẰ B D C 

e2NA+NB+NC = 0 

— — —~ _- —~ 
© 2NA +2ND = 0 (D là trung điểm của BC ).© NA+ND = 0 


Vậy N là trung điểm của AD, 


= _- Wf° =Sl- qÍ=> =2 - ẪẰ- 
b) Ta có MN = AN-AM = 2 AD-BC= 2 | AB+ AC |~| AC- AB 
= > 
=5 ABES ÁO, 
4 4 


5 3 2 _— = 
Vậy với M, N ở câu a, thì p= 7; q =2 đế MN = pAB+ qAC. 


` ỉ _-  Ằ7 
Bài 15. Cho đoạn thẳng AB và điểm I sao cho 2IA + 3IB = 0 


=. =ˆ 
a) Tìm số k sao cho IA = kAB. 


> 2> ao 
b) Chứng minh rằng với mọi điểm M ta có MI = § MA s MB 
Giải 
— _> 
a) Ta có do 2IA + 3IB = 0 
_> _> —> _— — =* = + na. 
©-2AI+3| AB- AI| = 0 ©-BAI+3AB = 0 =Al=zAB, 
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Vậy k= _ là giá trị cần tìm. 
2 
b) Với M bất kỳ ta có 
_> - = —- 
2IA+3IB z 0©2 0 


_- _>- => 
MA- MI |+ 3| MB- MI | = 


Sa > > > > 2 > 3 >+ 
«s» -õðMI+ 2MA + 3MB = 0c MI = g MA+rMB (đpcm). 


Bài 16. Trong mặt phẳng tọa độ cho ba điểm A(-1;3); B(4;2); C(3;5). 
a) Chứng minh rằng ba điểm A, B, C không thẳng hàng. 


= —> 
b) Tìm tọa độ điểm D sao cho AD = -3BC. 
e) Tìm tọa độ điểm E sao cho O là trọng tâm tam giác ABE. 
Giải 
— — 
a) Ta có AB = (5;-1); AC = (4;1) 


~- _> 
= không tồn tại số k nào để AB = kAC hay A, B, C không thẳng 
hàng. 
b) Gọi D có tọa độ là (x;y). 
— —~ 
= AD =(x+l;y-3) mà BC = (-1;3) 
—> —~> =~3.|- = 
Yoid6 A0 ä<JBQ c [t0 -8©d) , JR=ế 
y-3= -343 y= -Ö 
Vậy D(2;—6). 
e) Gọi E(xg;yg). 
Do O là trọng tâm tam giác ABE. 


Ta có 
XẠ †Xp †+XE _Q -l+4+xr =0 
3 Hay 3 xả" ”.Z 
¬—.. =0 Tê nh: =0 Yg= -ỗ 
Vậy E(-3 ; -ð'). 


II. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 
1. Cho tam giác ABC, gọi A', B', C' lần lượt là trung điểm của các cạnh 
=¿ 
BC, CA, AB. Vectơ ATB' cùng hướng với vectơ nào trong các vectơ sau: 
= - 
D AB; 1D AC; 


= —~ 
HI) BA; IV) CB. 


2. Cho ba điểm M, N, P thẳng hàng, trong đó điểm N ở giữa hai điểm 
M và P. Khi đó các cặp vectơ nào sau đây cùng hướng ? 


— _> —- — 
ID MN và PN; ID MN và MP; 


= — — — 
IID MP và PN; IV) NMvà NP. 


8. Cho hình chữ nhật ABCD. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức 
_ nào đúng ? 


—- _—* _> = 
IJ) AB = CD; II BC = DA; 

—~ — =á —~ 
II) AC = BD; IV) AD = BC. 


4. Cho tam giác đều ABC với đường cao AH. Các đẳng thức nào dưới 
đây đúng ? 


_ — = — 
ñ) HB = HC; II) AC =2HC; 
— ~ 
n0 | Ah | = 3Š | B |; IV) AB = AC. 
5. Cho điểm B ở giữa hai điểm A và C, với AB = 2a, CB = 5a. Độ dài 


CÁN 
vectơ AC bằng bao nhiêu ? 

1) 7a; II) 3a; 
IID .. IV) 10a2. 


6. Cho bốn điểm A, B, C, D. Khi đó đẳng thức nào dưới đây đúng ? 


_-- ¬ _- 
D AB+CD = AC+BD; ID AB+CD = AD+BC ; 
- ¬ Ằ© 
HT AB+CD = AD+CB; IV) AB+CD = DÀ +BC. 


7. Cho 6 điểm A,B,C,D,E,P' 6h; 
=> S3 


tú đăng thức ráo dưới đây đúng ? 
= › 
ID AB+CD+FA+bB 


C+EF+DE = 0; 
_—> _—> _> , › › › 
ID AB+ŒD+FA+BC+EF+DE = AF; 


_>y -_> => ẪẰ › › , 

ID AB+CD+EFA +BC +EF+DE = AE; 
TA —.-.- _ _> 

IV) AB+CD+FA+BC+EF+DE = AD 
8. Cho hình thang ABCD với hai cạnh đáy là AB = 3a và CD = 6a. Khi 
_— —> 

đó | AB+CD Ì bằng bao nhiêu ? 

1) 9a; 1L) 3a; 

II) -3a; IV) 0. 


_>  — 
9. Cho hình vuông ABCD có cạnh bàng a. Khi đó giá trị | AC+BD | 
bằng bao nhiêu ? 


1) 2a v2; II) 2a; 
1) a; IV) 0. 
10. Cho ba điểm bất kỳ A, B, €. Đẳng thức nào dưới đây đúng ? 
) . =3 
AB = CB-CA; 


— _> — 

ID BC = AB-AC; 
¬ — _¬ 7 — 
II AC-CB = BA; 


IV) CA-CR = AB. 
P l : y > 
11. Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng a. Giá trị | Aä—CB | bằng 
bao nhiêu ? 
D 2a; 


ID a; 
ID aV8 ; 


IV) av8 
2 


12. Cho hai tam giác ABC và A'BC' lần lượt có trọng tâm là G và G'. 
Đẳng thức nào dưới đây là sai ? 


kẻ >> ƒ= — _`>- => 

I3GG' z AA+BB+CC; ID 3GG' = AB+BC+CA'; 
— + >> Ẫ—> _> _- ằ= ằẰ— 

II) 3GG' = AC+ BA+CB'; IV)3GG' = AA+BB+CC'. 
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18. Cho điểm B ở giữa hai điểm A và C, với AB = 2a, AC = 6a. Đảng 
thức nào dưới đây đúng ? 


_> — — 

D BC = AB; ID BC = 
— mả ' — 

II) BC =4AB; IV) BC 


—- —~ 
14. Cho ba điểm phân biệt A, B, C. Nếu AB = -3 AC thì đẳng thức 


nào dưới đây đúng ? ` 
—- _> —- —~ 
D BC =4AC; 1) BC =-4AC; 
— . —- — 
II) BC =2AC; IV) BC = -2AC. 


15. Điều kiện nào dưới đây là cần và đủ để điểm O là trung điểm của 

đoạn thẳng AB ? 

D OA = OB, ^^ 
ID OA = OB; 

+ => 

0. 


— = 
II AO = BO; IV) OA +OB = 


16. Nếu G là trọng tâm của tam giác ABC thì đẳng thức nào dưới đây 
đúng? 


“H _ư.. LÁ + - 
DAO ˆ , ID AG „ ÁP+AC. 
2 3 
-+ = -+ Ằ 
3| AB+ AC 9| AB+ AC 
—- —~ 
IID AG = : IV AB = ——_ 


17. Gọi AM là trung tuyến của tam giác ABC và I là trung điểm của 


AM. Đẳng thức nào sau đây là đúng ? 


_> >> 7 Ằ _- => 7 
1) IA+IB+lIC = 0; II -IA +IB+IC 


- 
0; 


_— 


_- =œ ẴẨ + => 7© ẴẰ7 
HH LA+IB-IC = 0; IV) 2IA +IB+IC : 0 


18. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho hai điểm A(-—1 ; 4) và B(3 ; -5). 
= 

Khi đó tọa độ vectơ BA là bao nhiêu ? 

1 (2;-—1); 1) (-4 ; 9); 

TỦ (4 ; —-9); IV) (4 ; 9). 
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19. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho hai điểm A(0;5) và B(2;-7). Tọa 
độ trung điểm cúa đoạn thẳng AB là bao nhiêu ? 

D(2;-2); ID (2 ; 12); 

II) (—1;6); IV) (1 ; —1). 

20. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho hai điểm M(8;-1) và N(3;2). Nếu 
P là điểm đối xứng với điểm M qua điểm N thì tọa độ của P là bao 
nhiêu ? 


I)(-2;5); 1D (Š:;): 
3'8 
II) (13 ;-3); IV) (11 ; —1). 


21. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho ba điểm A(5;-2); B(0;3) và C(—5;— 
1). Khi đó trọng tâm tam giác ABC có tọa độ bao nhiêu ? 

D@1;=1) :¡ ID (0;0) ; 

TID (0 ; 11); IV) (10 ; 0). 

22. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho tam giác ABC với trọng tâm G. 
Biết rằng A = (-1;4); B = (2;5); G = (0;7). Hỏi tọa độ đỉnh C là bao 
nhiêu ? 

(2; 12); II (—1 ; 12); 

II (3 ; 1); IV) (1 ; 12). 

23. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho bốn điểm A(3;1); B(2 ; 2) và 


C(1 ; 6) ; D(1 ; -6). Hỏi điểm G(2 ; -1) là trọng tâm của tam giác nào 
sau đây ? 


1) Tam giác ABC; 11) Tam giác ABD; 
II) Tam giác ACD; IV) Tam giác BCD. 
IÁP ÁN 
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III BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 17. Tứ giác ABCD là hình gì nếu thoả mãn một trong các điều liện 
sau đây ? 


_- —~ —~- _- 
a) AC-BC = DC ; b) DB =mDC+DA. 

Bài 18, Cho G là trọng tâm tam giác ABC. Trên cạnh AB lấy hai điểm 
M và N sao,cho AM = MN = NB. 
a) Chứng minh rằng G cũng là trọng tâm tam giác MNC. 


c- ¬ — - b _> — _—> =À 
b) Đặt GA = a; GB = b. Hãy biểu thị các vectơ GC; AC; GM ; GÀ 
qua Eị và b. 


Bài 19. Cho tam giác ABC.Hãy xác định các điểm M, N, P sao cho: 


“`. _ Ằ- _- _ . — 
a) MA+MB-2MC = 0 b) NA+NB+2NC = 0 


_> — —~ —~ 
c) PA-PB-2PC = 0 


Bài 20*. Cho tam giác ABC với BC = a; CA = b, AB = c và I là tâm 


\ - +. ẪẰ 
đường tròn nội tiếp. Chứng minh rằng : a.IA + b.IB + c.IC = 0. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


Bài 17.a) ABCD là hình bình hành. 
b) ABCD là hình thang. 


C TIAAVAO. Tố c ... 
Bài 18. a) GM+GN+GC = GA+GB+GC = 0. 
`. - = 
= -_ = = 
bì GƠ =—a—b ; GM == ¿0N « — 


Bài 19. 
a) Không có điểm M nào thoả mãn điều kiện bài ra. 
b) N là trung điểm IC (với I là trung điểm AB). 


e) Gọi D là đỉnh thứ tư của hình bình hành ABCD thì P là trun 
điểm CD. \ 


Bài 20.Vẽ hình bình hành IB'CA' ta có 


_> _—>  —> 
IC = IA'+IB' (1) Mặt khác ta có : 
AC _ CC hay IB _ CC 


= = 2 

IB BƠ, IB  BG; Kế 

:„„ GØi _ ÁG : : 
Lại có BC, Ð AB (tính chất phân giác) 


Thay vào (2) có IB' = cIB (3) 


= bơ A' 
Mà IE' và IB là 2 tia đối nhau. © IB = - 1P (4) 


— a 
Hoàn toàn tương tự, ta có IA' = - sl (5) 


_- 


M.4 a b> 
thay (4), (5) vào (1) ta được IC = - —IA- 
Lộ 


—->- `” =3 ~ 
—TIB hay alIA+ bIB+ clIC =0 
€ 
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CHƯƠNG II 
TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 
VÀ ỨNG DỤNG 


§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC BẤT KỲ 


I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 
1. Định nghĩa : 
Với mỗi góc ơ (0° < ơ < 180)), ta 
xác định một điểm M trên nửa đường 
tròn đơn vị sao cho xOM =ơ. 
Giả sử điểm M có toạ độ (x; y). 
Khi đó : 

« - Tung độ y của điểm M gọi là 
sin của góc œ, và viết sinơ = y. 

e - Hoành độ x của điểm M gọi là 
cosin của góc œ, và viết cosơ = x. 


« Tỉ số 


(với x # 0) gọi là tan của góc ơœ, và viết tang = 


* |< 


`, 
X 


« Tỉ số 


“| 


(với y # 0) gọi là cotang của góc œ, và viết cotơ = Š. 
ỳ 


Khi đó sinœ, cosơ, tanơ, cotœ gọi là các tỉ số lượng giác của góc d. 


2. Tính chất : 
| Nếu hai góc bù nhau thì sin của chúng bằng nhau, còn cosin, tang v: 
cotang của chúng đối nhau. Có nghĩa là : 
sinơ = sin(180° - œ) 
cosơœ = -cos(180° - œ) 
tanœ = -tan(180° - œ) (œ # 90°) 
cotœ = -cot(180° - œ) (0° < œ < 1801) 


3. Bảng giá tri lương giác của môt số góc lương giác đặc biệt. 
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bo HP 
Góc | 0° 30 | 45" 60° | 90? | 120” | 135° | 150° | 180” 
ì lấn 3 1 
| sin 0 ` Pì ⁄ i2 1 v4 ⁄ 3 0 
D— D L 1 2 l 2 | lễ 2 L2 J 
v3 | v2 | 1 1 | j2| v3 
coS 1 —= — _ 0 -= z==—= | -=—— +1 
2 2 2 2 2 2 
ST : 
0 1 kxd | - +1 -_— 0 
tan v3 | kx v3 E 
v3 


1 
vũ - lui 1 
t | kxđ 1 —E 0 -—= +1 3 
co Ì x ⁄3 3 E - 
4. Chu ý : 
« - Với mọi œ e [0”; 180”] thì sinơ > 0. 
«  cosơ >0 lchi œ e [0°; 907] 


e  cosœ <0 khi œ e [90”; 180”]. 


« Với0%<œ,B<90%,œ<ÿj thì |Jne <sinÿ 
€os œ > cos {3 > 0 
sin ơ > sinj 


øe- Với 90° < dơ, B < 180”, œ < B thì 
0> cosơ > cosj 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Tính giá trị đúng của các biểu thức sau (không dùng máy tính bỏ 
túi hoặc bảng số). 
a) (2sin30° + cos135° - 3tan150°)(cos180° — cot60°. ; 
b) sin290° + cos2120° + cos?0° - tan?60° + cot2135° . 
Giải 
a) Ta có : (2sin30° + cos135° — 3tan150°)(cos180° — cot60°) 


: G b seÐ|[¬ -5] 


¡-#-3|¬-3)-[Ệ-s¬lt-Ÿ)} 


E1 
b) sin290° + cos?120° + cos?0° — tan?60° + cot?135° 


“(-j} +12 ~(V8)Ê +(-U? = È 
2 4ˆ 
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Bài 2. Đơn giản các biểu thức 
a) sin100” + sin80° + cos16° + cos164° 
b) 2sin(180° — x)cotx — cos(180° — x).tanx.cot(180° ~ x) với 0° < x < 90° 
Giải 
a) Ta có sin100° + sin80° + cos16° + cos164° 
= sin(180° — 80°) + sin80° + cos16° + cos(180° — 16°) 
= sin80° + sin80° + cos16° — cos16° = 2sin80° 
b) 2sin(180” — x).cotx — cos(180° - x)tanx. cot(180° — x) 
= 2simx.cotx + cosx.tanx(-cotx) 


= 2c0SX — C0SX = COSX . 


tan x 
Bài 3. Chứng minh các công thức 
a) sinÖx + cos2x = 1 : 


b) 1+ tan”x= = ;1 + cot2x = c. : 
cos“ x sinÝ x 


Giải 
a) Nếu x< 90° thì công thức đã được chứng minh ở lớp 9. 
Nếu x = 0° hoặc x = 90° thì theo định nghĩa 
sin?0° + cos?0°= 0 +1= 1 
sin?90° + cos290° = 1 +0 =1. 
Nếu x > 90° và nhỏ hơn hoặc bằng 180° thì đặt y = 180° - x, 
Ta có sin”x + cos°x = sinˆy + (—cosy)? = sinˆy + cos2y = 1. 
b) Ta có : 
sin°x _ cos2x+sinx _ 1 
© 1+cotxxz1+ Ê08 X co8? x + SG - ~ả= 
sin x sinÊ x sin” x 
Lưu ý : Ba đẳng thức ở bài 3, gọi là các đẳng thức lượng giác c cơ bản và 
ta sẽ được áp dụng mà không cần chứng minh. 
II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 


Bài 4. Cho góc ơ, với sing = : và 90° < œ < 180°. Tính giá trị của biểu thứ 
P = 3sinŸœ + 4cosfœ + cosơ 
Bài 5. Tính giá trị các biểu thức 
. a) 3 — sin?90° + 2cos?60° — 3tan245° . 
b) 4a”sin245° + (2acos45°)? — 3(atan45°)? . 
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Bài 6. Biết rằng cos15° = . Tính các tỉ số lượng giác của góc ơ. 


v8 + v2 
4 


Bài 7. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu : 
(1 - sinA)(1 - sinB) = cosAcosB thì : (1 + sinA)(1 + sinB) = cosAcosB. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


Bài 4.P= 556/2 
9 
Bài 5. a) 3 — sin”90° + 2cos?60° - 3tan”45° = 5 : 
b) 4a”sin?45° + (2acos45°)? - 3(atan45°)? = a?. 
Bài 6. sinơ = — ;tanư = 2- 3; cotư= 2+ v3. 


Bài 7. (1 - sinA)(1 — sinB) = cosAcosB. 
© (1 — sinŸA)(1 — sin?B) = eosA.cosB.(1 + sinA)(1 + sinB) 
= (1 +sinA)(1 + sinB) = cosA.cosB . 


§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Góc giữa hai vectơ : Cho hai vectơ a, b 


- - 
đều khác vectơ 0. Từ điểm O bất kỳ ta vẽ vn, 
—- -¬ — — ° : sã A 
OA = a, OB = b. Khi đó : số đo của góc 
AOB được gọi là số đo góc hợp bởi hai vectơ KẾ sai® B 
sồi xà b 
a và b hoặc đơn giản là góc giữa hai vectơ _ 


a và b. Ký hiệu (a, b). 

2. Tích vô hướng của hai vectơ P và D5 là một số, ký hiệu là a.b, và 
được xác định bởi công thức a.belall Bl.eos(a, b) 
Khi a = b thì a.b = a.a được kí hiệu (a )° gọi là bình phương vô 


—~ - - 
hướng của vectơ a. Vậy a? = | a|?. (tức là bình phương vô hướng của 
một vectơ bằng bình phương độ dài của vectơ đó). 


3. Với hai vectơ a và b bất kỳ ta có a.b = a.b', trong đó b' là hình 
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| -. má 
| chiếu của b trên đường thẳng chứa vectơ a . 


_ + ¬ 
4. Các tính chất : Với mọi vectơ a, b, c và mọi số thực k, ta có : 
-+ + 
)a.b=b.a (tính chất giao hoán) 


3) a œ + °) = b ‡ thuế (tính chất phân phối) 
¬ 7 — — 
4) a.b=0©a Lb. 
5. Biểu thức toa đô của tích vô hướng : 
Trong hệ toạ độ (O; H Ỷ. Cho hai vectơ â =(x;y), b = (x`:y`). 
Khi đó : 


nỉ = 
U a.b =xx +yy ; 


- - 
2| a| = dể « \x?+y? : 
‹ . ==— 
SN DU (az#0,b#0). 


_- — 
3) cos(a, b) =——————————— 
lz2 +y?, |x2+y°? 


đặc biệt a Lb œxx'+yy'=0. 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. L 


Bài 1. Trong trường hợp nào tích vô hướng a.b có giá trị dương? Có giá 
trị âm, có giá trị bằng 0? 


Giải 
>-¬ - - _-- 3 - - 
Ta có : a.b =Ì| al|.| b|.eos(a,b). Mà|a|>0;|bl>0 
- `) 
Do đó a.b có giá trị dương © Z. Án S 
(a, b) < 90° 
a.b có giá trị âm © - 8d ĐMỆ, 
(a, b) > 90° 


®‡ 
Ỳ 


có giá trị bằng 0 © 


_> => = 
Bài 2. Cho tam giác ABC. Tổng (AB, BÉ) +(BC,CA) + (CA, AB) có thể chất 
nhân giá trị nào trong các giá trị sau : 90”; 180”; 270”; 360” ? 
Giải 
—> _> => _> => 
Ta có (AB, BC) + (BÀ, BÒ) = 180"; (BC,CA) +(CB,CA) = 180” 
> —> 


(CA, AB) + (AC, AB) = 180 


-> —> _> _-> => 


mà (BÀ, BÒ) + (CB, CA) +(AC,AB) = A+B+€ = 180° 


> 
Do vậy tổng (AB, BÉ) + (BẺ,CÀ) + (CÀ, AB) = 3602 


Bài 3. Cho tam giác ABC vuông tại A và B = 30°. Tính các giá trị của biết 
thức sau : 


-— 
c3 =3 sản. của 
a) cos(AB,BC) + sin(BA,BC) + _= 


_-> -—> _-> => _> => 
b) sin( AB, AC) + cos(BC, BA) + cos(CA,BA) . 
Giải 
Do tam giác ABC vuông tại A và  = 30° =>  = 60°. 


=-. Si “3 “-. 

= (AB,BC ) = 150” ; (BA,BC ) = 30” ; (AC,CB) = 120° 
=> ta _- —> : 

(AB, AC) = 90° ;(BC,BA ) = 30°. Do vậy : 


_- — 
-3 = ¬š: cô 
a) cos( AB,BC ) + sin( BA,BC) + tan `. 


= cos150° + sin30° + tan60° = “... v3 = V3 +1 
2 2 2 
_- — _-> —> - — 
b) sin( AB, AC ) + cos( BC, BA ) + cos(CA, BA) 
3 _ 3# v3 
2 2 Ẳ 
Bài 4. Cho bốn điểm A, B, C, D bất kỳ. Chứng minh rằng : 


= sin90° + cos30° + cos0°= 1 + 


+ > Ằœ Ằœ Ằ 


- 
DA.BC+ )B.CA+ DC.AB =0 

Từ đó suy ra một cách chứng minh định lý : “Ba đường cao trong một 

tam giác đồng quy”. 


Giiảii 
Cách 1. Với điểm O bất kỳ tra có : 


+ => ƒ— T> SỞ 
DA.BC+ DB.CA-+ DC. AB 


_> => 7> cẨ _- => => ẴẰ. 


= (OA- OD)(OC- OB) + ( 0B- OĐ)(OÀ- Ó©) + (OC- ODXOB- OA) 


—~- >Y ƒÔ} ẴÝÔ} ẰƒÔ Ằộ Ăƒ— ƒẨ7} ƒ 7 


-~ 
= OÀ. OC- OÀ. OB- OD.OC+ OD.OB+ (0B.OA- OB.OC- OD.OA 


>> 7 7ò cò ò =— Ằ ¬ ¬ 7 


+OD.OC+ OC OB- OC .OA- OD.(OB+OD.OA = 0. 


_>Y => —> =— ẴẰ© 


Cách 2. Ta có DÀ.BC+ DB.CÀ+ DC, AB; 
= DA(DC- DB) + DB(DA- DC) + DC(DB- ĐA) 


_> —> —> _> => 


=> 
= ĐÀ. D©- DÀ. DB+ DB.DA- DB. DỀ: DC.DB- DC. DÀ= 0. 
e _ “Ba đường cao trong một tam giác đồng quy”. 


„ ”š _—> c>œ 
Thật vậy; từ đẳng thức tiên ta suy ra : Nếu DA.BC = 0 và DB.CA =0 


thì DÒ.AB = 0, hay nói cách khác : Nếu AD IL BC và BD L AC thì 
CD 1 AB. Điều đó chứng tỏ rằng nếu hai đường cao vẽ từ A và B của 
tam giác ABC cắt nhau tại D thì CD cũng là đường cao của tam giác đó. 
Bài 5. Chứng minh rằng diều kiện cản và đủ để tam giác ABC vuông tại A - 
- => 
- là: BA.BC = AB? 
Giải 
` >> — SAN 2 ..-› 
Trong tam giác ABC ta có : BÀ. BC = BA(BÀ+ AC) = BA?+ BA. AC 
Bởi vậy tam giác ABC vuông tại A khi và chỉ khi BÀ.AC = 0 hay khi 


- => > 
BA.BC = BA? +0 = AB? (đpcm) . 
Bài 6. Cho tam giác ABC và ba trung tuyến AD, BE, CF. Chứng minh 
>> >> => -> ẴẰ 
rằng BC.AD+CA.BE+ AB.CF =0 


Giải 
—> _> => 
Ta có D là trung điểm của BC = 2AD = AB+ AC 
_->- —> 1I2>> + E 
= BC.AD = S PC(NB+ AO) ở 
: B D 


:52 


, › S: _> > —- 
Hoàn toàn tương tự ta cóc BC AI:OA.BE+ AC CF 


 x ?ưn2 ` ï (Ê%y: - › > Ä.._ › 
2 BG(AB+ AC) + 3 CA(HA+ HC! - — AB(CA+ CB) 
b2 


_-> -> => -—> „—* ¬— 
= s 0G. AB+ BC.AC+ CA BA+CA BC+ AB CÁ+ AB. Gỗ) = 


si” 


_ => => c=> › > 
Vậy BC.AD+CA.BE+ AB CF = 0 (đpem). 
Bài 7. Cho hai điểm M, N năm trên đường tròn đường kính AB = 2R. Gọi I 

là giao điểm của hai đường thẳng AM và BN. 

ˆ + => = <ˆ© cò? =3 —> 
a) Chứng minh rằng : AM.AI = AB. AI ; BN.BI = BA.BI 

` c* =y. =ở 
b) Tính AM.AI+BN BI theo R 
Giải 


—- — 
a) Ta có do AM là hình chiếu của AB trên AI do vậy 


+ => _> —> I 
AM.AI = AB.AI M 

_> —> _- =— 
Tương tự BN.BI = BA.BI 

—> hộ _> => _> => => 7 AÁ 
b) Ta có: AM.AI+ BN.BI = AB.AI+ BA. BI 

SG 
= AB(AL I8) = AP? = 4RẺ. M hiện 


Bài 8. Trên hai đường thẳng a, b cắt nhau tại M có sử» điểm A, B thuộc a 


và hai điểm C, D thuộc b thoả mãn : MÀ.MB = MC.MĐ. Chứng minh 
rằng bốn điểm A, B, C, D nằm trên một đường tròn. ' 
Giải 
e - Gọi I là tâm đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABCB ° 
Nối B với I cắt (C) tại Bị Khi đó BA ! MB, 


=, — 

nên MAlà hình chiếu của MB; lên MB. 
: _-> —> ¬ -*>-. —. >> -- 

Bởi vậy MA.MB = MB,.MB = (MI: IB,)(MI+ IB) 


= (MI- IB\(MH+ I8) = MI- IB? = d°-—RẺ. 
(trong đó MI = d, R là bán kính đường tròn (C)). 
«Ẳ - Gọi Dị là giao điểm thứ 2 của b với (C). Khi đó ta cũng dễ dàng 


- _> 
chứng minh được MC.MD, = đ°- RỶ. 
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sỹ — › 

Vậy MA.MB = MC MŨ, =dẺ _—1WẺ, 

Mặt khác theo giả thiết 

_- _> => — —> 

MA.MB = MC.MD, do đó MD. z MDwi hai vectơ này cùng nằm 
trên đường thẳng b'. 

=D=D) hay D thuộc đường tròn (C). 

Tóm lại 4 điểm A, B, C, D nằm trên một đường tròn. 

Bài 9. Cho đoạn thẳng AB cố định, AB = 2a và một số k”. Tìm tập hợp các 
điểm M sao cho MAỀ - MB” = kỶ. M 
Giải 

Gọi I là trung điểm của AB, với M tuỳ ý. 
Gọi H là bình chiếu của M lên AB, ta có : X 


: —, — _- + 3 ẴẨ 
MA? - MB? = MA?- MB” = (MA- MBJ(MA+ MB) 
_> — _-> -> —> => 
= BA.2MI = 2AB.IM = 2AB.IH §H Ï À 


. ~> => 
Như vậy điểm M thuộc quỳ tích khi và chỉ khi 2AB.IH = k. 


— 2 2 
Hay IH = +. ca Na ^- 
2AB 4a 
Vậy tập hợp các điểm M là đường thẳng vuông góc với AB tại H trên 
—- D 
AB sao cho AB,IH cùng huïng và 1H = _ 


$ Su n : L5 xin Lư 
Bài 10. Trong mặt phẳng toạ độ c^o u = "-. và v=ki-4]. 


a) Tìm những giá trị của k đế Đị Lự 
b) Tìm những giá trị của k đế | w | = Ì vị 


Giải 
- 1 =. 
Ta có: u -($:5) ,v=(Œ;-4) 
Äì 1v ©®uv =0 2 +200©k=-40 


-+ —- 
Vậy với k = -40 thì u L v. 


ki 
b) IýI= |Ễ+zs = đt ; 
4 2 
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Đế |ụ l=| v ca TÔÌ - lv vd ai = Šl k~ A57 „ 
4 4 2 
Vậy ¬. thị G J1 
Bài 11. Trong mặt phẳng toa đố cho tam giác ADC có các đỉnh A (<4; 1), 


B(2;4).C€(2;-2) 
a) Tính chu vi và điện tích tam giác 


b) Tìm toạ độ của trọng tâm G, trực tâm H và tâm I của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. Tư đó hãy kiêm tra tính chất thắng 


hàng của ba điểm I,G,H 
Giải 


—> = =) 
Ta có : AB =(6;3), AC =(6; -3), BC =(0; -6). 


= AB = V36+9 = V45 ; AC = v36:9 = v45 ; BC = V/0+36 =6. 


a) Chu vi của tam giác ABC là AB + AC + BC= 6+ 2/45 
Ta có AB = AC = ABC cân tại A. Gọi D là trung điểm BC. 


_ 
= AD L BC và D(2;1)= AD =(6;0)= AD =6. 
1 

Vậy S:sanc = s.BCAAD = F 2u 18 (đvdL) 


b)_ Gọi G là trọng tâm tam giác = G(0; 1) 


v1 LB 
AHL 
« - Gọi H(xu; yn) là trực tâm AABC. =› Kà . 
BH L AC 
si =. 
Mà AH = (xu + 4; yu - 1), BH = (xụ - 2; vụ — 4) 
AH.BẺ =0 (0xụ+4)-6yg-U =0 n 
* Do đó ; c Kị hờn T ©J*H*2 
+ — 6(x„ ~9)~8(yg - 4) = 0 
BH.AC =0 yụ =1 


l 
Vậy H |=;1 
(1) 


« Gọi l(xr, yụ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


Đàm IIA| =ÏIp 
Xe —- 
JA«1Ø  lIDl|=l|gi 


(xị +4)Ÿ + (yị - UỂ = (xị - 9)? + (ty ~ 4)Ê 
txị +4)Ê + (yị - UỂ = (xị — 9)Ê + (yị + 2)Ê 


bà) 


4x+2y-1=0 lx« = È ỉ 
‹ Vậy _—;0 
TnG là? k #y1| 4 
Ily=l 
thà +, AÌ & 
Do đó GH =(š:o).eỉ =[-¿:°] 
2 4 


— — _ 
= GH = -2GI = I, G, H thằng hàng. 


III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 12. Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = a, BC = 2a. Dựa vào định 


: _>y >> ẪẰ— 7> Ằằ> => 

nghĩa tích vô hướng hãy tính AB.AC, AC.CB, AB.BC. 

Bài 13. Tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau và 
cắt nhau tại M, P là trung điểm đoạn thẳng AD. Chứng minh MP 1 BC: 

_-> => _—->- — 

khi và chỉ khi MA.MC = MB.MD 

Bài 14. Cho AA' là một dây cung của đường tròn (O) và M là một điểm 
nằm trên dây cung đó. Chứng mỉnh rằng : 2MA.MO = MA(MA - MA') 

Bài 1ð. Cho điểm M nằm trong đường tròn (O). Tam giác ABC nội tiếp 
trong đường tròn (O) sao cho các góc AMB, BMC, CMA đều bằng 1209. 
Các đường thẳng AM, BM, CM, cắt đường tròn lần lượt tại A', B' và C'. 
Chứng minh rằng : MA + MB + MC = MA' + MB' + MC. 

Bài 16. Tìm dạng của tam giác ABC nếu : 


—  ¬ ¬¬ 7= Ð 
(AB. BC) CA+ (BC.CA) AB+ (CA. AB) BC = 0. 


V. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
5 


,..= — —- s.. 3 R 
Bài 12. AB.AC =0; AC.CB = - 3a“ ; AB.BC = - aˆ. 


¬ >>  © 


=> => —~ => ẴẰ© 
Bài 18. Sử dụng : 2MP.BC = (MA+ MD)(MC- MB) = MA.MC- MD.MB. 
Bài 14. Gọi N là trung điểm của AA' ta có : 


sẽ ~ =s ¬> _~ 
2MA.MO = 2MA.MN = MA(MA+ MA) = MA? - MA.MA'" 


`. 


ựw = M 
Bài 15. Đặt a = —— b=—— ;¡ © =— .Vàsửdụn bài 14 ta có 


>> 3¬ = 
MA + MB '+MC - (MA' + MB + MC) = MO(2a+2b+2c) =0 
Bài 16. AABC là tam giác đều. 
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š3. HỆ THỨC 1.ƯỢNG TRONG TAM GIÁC 


. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 


1. Định lý côsin trong tam giác 
Trong tam giác ABC, với AB = c, BC = a, AC = b la luôn có : 
a? =b#+c?-2bc cosA 
b? =a? +c? -2ac cosB 
c? =a? +b? -2ab cosC 


? = ? cổ SÀ 
CoSÀ = , = = ; œ0sB = Kê „2 ¡ C0SC = _ ` 


9. Đinh lý sin trong tam giác 
Trong tam giác ABC, với AB = c, BC = a, AC = b. Ta có: 
a b c 


= —— = —— =2R(R là bán kính đường trò! ¡ tiết 
sinA sinB  sinC kiêng đả. X.48002962/6- 


Hê quả: Với mọi tam giác ABC, ta có: 
a = 2RsinA, b = 2RsinB, c = 2RsinC. 
Cho tam giác ABC, BC = a, AC = b, AB = c. Gọi m,, my, m, lần 
lượt là độ dài các trung tuyến tương ứng với BC, AC, AB. Ta có: 
8h+c b` „ at c 
sa T6 6" xe v 
4. Diên tích tam giác 
Với tam giác ABC ta ký hiệu h,, h,, h, lần lượt là các đường cao 
ứng véi các cạnh a, b, c; R, r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại 


tiếp, nồi tiếp tam giác ABC, p = =. § là diện tích. 


z_ b?+c a2, 


m 


Khi đó: 
S= Tn = đạn, = CN G 
2 2 2* 
8= 2 absinC = s besinA =  aesinBi 8= S=¡8 =pr 


S= J0 - a)(p - b)(p - c) 
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II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Tam giác ABC có a = 12, b = 143, c= 15. Tình cosA và góc A. 
Giải 
Áp dụng định lý cosin, ta có: 
b +c°-a? - 187418?-127 
3e 21315 


a? =b?+c?-2bccosA => cosA= ~ 0,6410 


Vậy CosA = 0,6410 = A x50' 


Bài 2. Cho tam giác ABC có AB = 5, AC =8, A = 60”. Kết quả nào trong 
các kết quả sau là độ dài cạnh BC ? 


a) V129 ; b) 7; ©) 49; d) ⁄69. 
Giải 
Ta có a? = b?+c? - 2be cosA = BC? = AB” + AC? - 9AB.AC.CosA 
=> BC? =5? +8°-2.5.8cos60° = 49 
Vậy BC = 7. Kết quả (b) đúng. 


Bài 3 .Hình vẽ 30 vẽ một hồ nước nằm ở góc tạo bởi hai con đường. Bốn 
bạn An, Cường, Trí, Đức dự đoán khoảng cách từ B đến C như sau: 


An : 5 km. KƯỚNG 
Cường : 6 km. ` 57 


Trí : 7 km. ... 
Đức : 5, km. s. 0 -—- 
Biết rằng đoạn đường từ A đến B “ ⁄⁄ 
là 3 km, đoạn đường từ A đến € là 


4 km, góc BÁC là 120°. Dự đoán của bạn nào về khoảng cách BC sát 
thực tế nhất ? 
Giải 
Ta có : BC = AB? + AC -2ABACoosBAC = 3” + 4' - 2.3.4.cos120° x 87 
= BCzx 61km. 


Vậy Cường dự đoán đúng hơn. 
Bài 4. Cho tam giác ABC. Chứng minh các khẳng định sau 
:a) Góc A nhọn khi và chỉ khi a” < bŸ +c? 
b) Góc A tù khi và chỉ khi aŸ > bí + cŸỶ 
e) Góc A vuông khi và chỉ khi a” = bỶ +c” 
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2 % =. 
Ta có: CoSÀA = b +c -a 


2hc 
a) Góc A nhọn «+» CosA > (l Xe "sỹ a?<b#+c? 
2h: 
b) Góc A tù khi và chỉ khi C2sšA < 0 
2 t2 2 
brc ca <&' ¿+ a'° >b+e€ 
2bc 
: ú bˆđ+c -a » # ¿ 
e) Góc A = 90” © cosA =0 ‹: =0 © £ =b +ơ. 


ài 5 .Cho tam giác ABC có A - 60, B - 15. Tỉnh hai cạnh a và c 
Giải 
Từ công thức định lý sin trong tam giác 
a b C 
sinA  sinB Ã sinC 


; : 0 4..+ f 
kế SẾO 669 u =0 söjõ. 
sinB sin45 v2 2 
s> b.sinC _ 4.sin75 55 


sinB — sin45° 


lài 6. Cho tam giác ABC có A = 60”, a = 6. Tính bán kính đường tròn 


ngoại tiếp tam giác. 


Giải 
Từ định lý sin trong tam giác ta có: 
a 6 6 12 = 
=9R = 2R= ——_— = -—=-== R=143. 
sinA sin680" J3 — v3 : 
2 


lài 7. Chứng minh rằng nếu ba góc của tam giác ABC thỏa mãn hệ thức ` 


sinA = 2sinB.cosC thì tam giác ABC là tam giác cân. 


Giải 
Ta có sinA = 2sinB.cosC 
... 2b a°+b/-c” ly SỂ a?+b?—c? 
2R  2R 2ab a 


œ© b°-c°=0«© b=c. Vậy tam giác ABC cân tại A. 
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Bài 8. Hình bên vẽ một chiếc tàu thủy đang neo đậu ở vị trí C trên biển 
và hai người ở vị trí quan sát A và B 
cách nhau ð00m. Họ đo được góc 
BAB = 87°; ĐBA = 62°. Tính các 
khoảng cách AC và BC. 

Giải 
Ta có: 

Ê =180° - (Â+ B) = 180° — 149° = 319. 

Áp dụng định lý sin ta có: 
AC BA sinB.AB 
sinB  sinC " sinC 
ï 0 
sin62 500 „ gs7 (m) 
sin 31 v 

_ AB.sinA _ 500.sin87° 

sinC sin31° 
Vậy: AC x 867(m) ; BC x 969 (m) 

Bài 9 .GọiH là trực tâm của tam giác không vuông ABC. Chứng minh 
rằng bán kính các đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, HBC, 


HCA, HAB đều bằng nhau. 


Hay AC = 


~ 926 (m) 


Giải 
Gọi R; R,; R,; R, A H 
lần lượt là bán 
kính đường tròn F E F E 


ngoại tiếp tam giác 
ABC, HBC, HCA, 
_HAB. Theo hệ quả 
của định lý sin, 
trong tam giác (a: ® 
ABC ta có: 
aä 
R= 
2sinA 
Trong cả hai trường hợp: Góc A nhọn (h.a), là góc tù (h.b) ta đều có: 


EHF+BAÁC = 180° =sinEREF = sin BÁC 
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Do đó theo hệ quả của định lý sin ta có: 
R.= —- =1. 
sinBHC 2sinBHC 2SmÁ 
Hoàn toàn chứng minh tương tự ta cũng có R, = R, = R 
Vậy R =R, = R, = R, (Điều phải chứng minh) 


3ài 10. Tam giác ABC có a = 7, b = 8,c = 6. Tính mạ. 


Giải 

Áp dụng công thức trung tuyến ta có: 
G„ + CHỦ uà 6638 49 161 „m _ VIẾI 
2 4 2 4 4 ` 2 


3ài 11. Tarn giác ABC có a = 5, b = 4, c = 3. Lấy điểm D đối xứng với B 
qua C. Tính độ dài AD. 


Giải 
Ta có tam giác ABC có AC là trung tuyến, nên ta có: 
„_ AB?+AD? BD? 
lễ và —= 
Thả 2 4 A 
Suy ra 
AD? = 2[4-AC? + BD? - 2AB*] 
1 B 5 C D 
= g|4.42+8°-2.8] = 73 
Vậy AD = V73 ~ 8,5 3 
3ài 12. Cho hình bình hành ABCD có * ; 
AB =4, BC = 5, BD = 7. Tính AC. 4 
Giải 
Gọi O là giao điểm của AC và BD 
thì AO là trung tuyến của tam giác B C 
2 2 2 2 2 2 
ABD,Tuel ;¡ AO?A “+2 SẺ, X sf 7 sang 
2 4 2 4 


Suy ra AO x 2,9 = AC = 2AO x 5,8. 
3ài 13. Chứng minh rằng trong một hình bình hành, tổng bình phương 
các cạnh bằng tổng bình phương hai đường chéo. 
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Giải 


Gọi O là giao điểm hai đường chéo B 
AC và BD của hình bình hành ABCD. XS 
2 ¿ 2 
Ta có: AO? = .. _ 
Hay ÁC” _ AB+AD? _BD” A - 42gb. Š D 
hs Y "la 4 


Suy ra AC? + BD? = 2(AB? + AD?), mà AB = CD; AD = BC. 
Vậy AC? + BD? = AB? + BC?+CD?+DA? (đpcm) 
Bài 14. Chứng minh rằng tam giác ABC vuông ở A khi và chỉ khi 
õðmƒ = mị + mỸ 
Giải 
Ta có : 5m? = mỹ + mŸ 
b+c? a? 8n h+c b a?+b? c° 
c© 5ð. = + 
2 4 2 4 2 4 
© 10(b?+ c°)~õa” = 2a*+ 2c? - b° + 2a” + 2b” - c° © 9a” = 9(bỶ + c”) 


hay a? =b?+c° Suy ra tam giác ABC vuông tại A. 
Bài 1ö . Tam giác ABC có b = 6,12; c = 5,35; A = 84”. Tính diện tích tam 
giác đó. : 
Giải 
Áp dụng công thức § = 2 besinA ==# 5_.6,18.6,86sin84" ~ 16,3. 
- Vậy S ~ 16,3 
Bài 16. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AC và BD. 


. Chứng minh rằng AB?.+ BC? + CD? + DA? = AC?+BD?+4MN'. 
Giải 


D 
Trong tam giác ABD ta có: 
2 
AB? + AD? = BAN () 
Trong tam giác CBD ta có: A 


2 
CD + CB" = 2CN+T— (2) 
Cộng vế với vế của (1) và (2) ta có: 
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AB” + BC” + CD” + DA” = 2(AN”+CN”) +BD” (3) 

Xét tam giác CAN ta có: 

AN” ‹ƠN” = 2MN? .c (4) (Vì M là trung điểm AC) 
Thay (4) vào (3) ta được: 


2 
= Ï BD?-= AC? + BDẺ +4MN? 


AB” + BC” + CD” + DA” = 2|2MN"+ 


Bài 17. Gọi 8 là diện tích tam giác ABC và R là bán kính đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng S = 2R”.sinA.sinB.sinC. 


Giải 
Ta có: S= " Áp dụng định lý sin ta có 
S= —.-.-= = 2R”sinA.sinB.sinC. 


Bài 18. Chứng minh rằng diện tích của một tứ giác bằng nửa tích hai 
đường chéo và sin của góc hợp bởi hai đường chéo đó. 
Giải 
Giả sử 2 đường chéo AC và BD cắt 
nhau 


tại O và góc AOB là góc nhỏ nhất 
trong 

bốn góc tạo bởi hai đường chéo của tứ 

giác. Gọi 8,, S,, S,, S, lần lượt là diện 

tích tam giác OAB, OBC, OCD, ODA. 

Khi đó diện tích tứ giác ABCD bằng 

S.+8,+5;+8,.. 


Ta có: S,= 2 OA.OB.sin AÔB x 2OBOCsin BÓC 


Vì AOB + BOC = 180° Nên sin AÒB = sin BOO 
Vậy S, +8, = 5 OB(OA +OC)sin AÖB = 5 OB.ACsin AOB 


Hoàn toàn tương tự ta có : 5, +8, = 2 0D.ACsin AOB 


63 


Nên S, +8, +S, +8, = 2 AC(OB +OD)sin AÔB = 2 AC.BDsin AOB 


Bài 19. Giải tam giác ABC biết 


bìb=4,5; Â =30°; B =75° 
e)e=35; Â =40°; Ó = 120 


dìa=13875; B =83°; C =57° : 
Giải 
a) A=60°; B =40°. Ta có C = 1809-(B+ Ở) = 1809-100° = 80° 
Từ định lý sin trong tam giác 
a __b__€© _p„CSnB _ 14.sin40”o¡ 
sinA sinB  sinC sinC sin80° : 
csinA  14.sin60° 
Tế” a»w128, 
sinC Ð sin805 © 
b) A=30°; Ở =759= B = 180°- (Â+C) = 759 
Áp dụng định lý sin trong trong tam giác ta có 


a~ bsinA _ 4ðsin30 2a 
sinB sin7B° ï 
Do B==75° = AABC cân tại A = c=b=4,5. 


Vậy : B = 75°;c= 4,ð;a ~ 2,3. 


e) B = 180°- (Â+ Ở) = 180 - 40 —120° = 209 
csinA _ 35.sin400 
sinC sin120° 

csinB _ 35.sin20° 


b=z =———— 
sinC sinl20 T "í 


a= ~ 26,0 


đ) Â = 180°- (B+ Ở) = 1800 - 88° — 579 = 409 
a.sinB _ 187,B.sin83° 


= 212,3 
sinA sin40° ˆ 
asinC _ 137,5.sin57° 
5S. ...... MS. vỉ 
°” snẠ sin400 
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3ài 20. Giải tam giác ABC biết 
a) a = 6,3; b=6,3; Ở = 549 
bì b=32;e= 45; A =87 


e) a=7,b=23, C = 130 
Giải 


(tao + €] : (¡a0 ko B4°) 


a) Doa=b = Ä=B = A=B= 5 =680 
Ệ v3 xD 
Áp dụng định lý sin ta có : e = 8805: = BÍ UP, ~ Bj7, 
sinA sin63 
b) Ta có a? = b°+c? - 2bccosA 
= 32?+45?-2.32.45.cos87°" ~ 2898,27 
Suy ra a ~ 53,8 
Áp dụng định lý sin ta có 
, x-cñh 
sinB = b.sinA - 32.sin87 ~ 0,5940 
a 53,8 
Suy ra B ~ 36, Ở = 180 ~(Â+ B) ~ 579 
e) Ta có c? = a? + bỶ - 2abcosC 
= 724932-9.7.23.cos130° ~ 784,98 
Suy ra c ~ 28,0 
uy : 0 
Ấp dụng định Ê sim tacó xin „ SỔ „ TEBIĐU „ g tuy 


Ế 28 
Suyra Â »s 119, B= 180" ~[Â+ ê) ~ 39 


3ài 21. Giải tam giác ABC biết 
a) a = 14; b = 18; c = 20; 
b) a=6;b= 7,3; c = 4,8; 
e)a=4;b=B5;c=7. 
Giải 
a) Áp dụng định lí cosin ta suy ra 
b?+c?-a?  18?+20?-147 


(DĐ SE. dÓ SốU IS . Ung À 0, 
. 2bc 2.18.20 263230 oclikuec 
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: TH 
Lại cổ sinB « ng & 18.sin43 


14 
= Bx6l=> Cz 180°-(A + B) « 769 


~ 0,B768 


b) Áp dụng định lí cosin, và định lý sin ta suy ra 
b*+c-a* _ (7,3) +(4,8)' =6” 


Co8Á = =. 27.548 w 0,7 — A x Bỗ 
: ¿KP 
Lại có sinB = "-= » = > 0,9966 


= Äx8ð° = Ê z 180"-(Â+ 5) x 400, 


e) Áp dụng định lý cosin, sin ta suy ra 
b°+c?-a? — B?+7?~4? 


Â 0 
CosA 2be = LTXI w 0,8286 => A x 34 
in9a0 
Lại có sinB « Tạng , =- x 0,6990 


=Bx 442C z 1801-À+ ñ) » 1020. 


Bài 22. Biết hai lực cùng tác động vào một vật tạo với nhau góc 40). 
Cường độ của hai lực đó là 3N và 4N. Tính cường độ của lực tổng hợp. 
Giải B C 
Do BẢD s 40° = ABC= 140° 
„Áp dụng định lý cosin ta có 
AC? « BA?+BC?.2BA,BC.cos ABC A D 
= 8144?-2.3.4.cos140° « 43,88 = AC x 6,6 
Vậy cường độ của lực tổng hợp AC x 6,6 (N). 
Bài 28, Từ vị trí A người ta quan sát 
một cây cao như hình bên. Biết AH = 4m, 


HB = 20m, BÂC = 4ð° .Tính chiều cao của cây. 
Giải 


t 2 


Do tam giác AHB vuông tại H 
= AB? zAH' +HB? z 4? +20? = 416. Nên ABx 20,4. Lại có : 


Sin HÂB TP x sóc * 0/8804. = HÀB + 79% 
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Mà HAB=ABC = ABC x79". Suy ra ACB x 56" 


Xét tam giác ABC ta có 
CB AB S ABsin45" 20,4.sin45" 
¬ ` ñ7”“..n CB = : 0 c F 0 
sin45 sinC sin56 sin56 


Vậy chiều cao của cây CBx 17,4(m). 


~ 17,4. 


Bài 24. Trên nóc một toà 
nhà có một cột äng-ten. Từ 
vị trí quan sát A cao 7m so 
với mặt đất, có thể nhìn 
thấy đỉnh B và chân C của 
cột ăng-ten dưới góc 502 và 
400 so với phương nằm 
ngang. Tính chiểu cao của 
toà nhà đó. 
Giải 


Xét tam giác ABC có A = 50 - 402 = 10, 
B = 90 -50° = 40° (Vì tam giác ADB vuông tại D) 
Áp dụng định lý sin trong tam giác ABC ta có 
a.sinB _ ðsin40° 


AC bm è 18,5 
sinA — sinl0" ~ 


Lại có CD = AC.sin CAD ~18,5.sin40° x 11,9 = CH x 7+11,9 = 18,9 
Vậy chiều cao toà nhà CH ~ 18,9 (m). 

III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 25. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng,: 


: 3 
mỂ + mệ + mỂ = m£” +b?+c?). 


Bài 26. Tam giác ABC có cạnh AB = 3, CA = 7, BC = 8. 
a) Tính điện tích tam giác; 
b) Tính độ dài phân giác trong AD của góc A . 
Bài 27. Một người đứng cách một cái tháp 10m, 
nhìn thấy cái tháp dưới góc 55° và được 


phân tích như hình vẽ. Tính chiều cao 
của tháp. 


Bài 28. Trên ngọn đổi có một cái tháp cao 100m 
(Hình bên). Từ đỉnh B và chân tháp C nhìn 
chấm A ở chân đồi dưới các góc tương ứng là 
30° và 60° so với phương thẳng đứng. 
Xác định chiều cao HA của ngọn đồi. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 25. Từ cống thức tính độ dài trung tuyến ta được 


2... s ca Pec 4£ a ¿CỔ b a°+b? cổ 
mỶ + mƒ + m = 


2 4 264 2 4 
= HÒ +b?+c?) (đpem) 
Bài 26.a)=S= 6/38  ; b) AD = TẾ” 
Bài 27. Chiểu cao tháp BC ~ 12 (m). 
Bài 28. Chiểu cao ngọn đôi là AH = 50 m. 
: : ÔN TẬP CHƯƠNG II 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. h 


1. Định nghĩa giá trị Mộ giá noy é4 
. Với mỗi góc œ (0° <œ <180°) ta xác định điểm M trên nửa đường 
tròn đơn vị sao cho 


^ 


A =ươ 


_ b+c?-a' _ (18)? + (4,8)” _® 
2bc 2.7,3.4,8 

Giả sử điểm M có tọa độ (x;y). Khi đó 

se Tung độ y của điểm M gọi là sin của góc œ, và viết: sinœ. 

e Hoành độ x của điểm M gọi là cosin của góc œ, và viết: cosœ. 


cosA ~ 0/8755= Â ~ 55% 
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e« Tỷ số = (x0) gọi là tan của góc œ, viết tan œ = , 
Ỹỹ cosœ 

e Tỷ số > (y #0) gọi là Cotang của góc œ, viết cotơ = Coao ` 
y Sinơ 


2. Tích vô hướng của hai vectơ 


s Tích vô hướng a.b của hai vectơ a và b được tính theo công thức: 


a.b = lal.|b|.eos(a,b) . 
Các tính chất: 


1a.b=b.a; 
2) (ka).b = k(a.b); 
3) a(b+e) = a.b + b.c; 
4)aLb © a.b=0; 
5) Bình phương vô hướng của một vectơ bằng bình phương độ dài 
của vectơ đó. a? = la P 
e Biểu thức toạ độ của tích vô hướng của hai vectơ và khoảng cách 
giữa 2 điểm 
1) Nếu a(x;y), b(Œ;y) thì a.b =xx*:+ vy 
2) Nếu M(xu;y„), Ñ(xy;yy) thì MN = J(xạ - xƑ +(YN -w} 
38. Định lý cosin trong tam giác 
a? =b + c? - 2bccosA 
b? =a? +c? - 2accosB 
c? = a? + bẺ - 2abcosC. 
4. Đinh lý sin trong tam giác 


a b € 4 .uê 
—— ——=—= ê) 
PT SẺ”: SỈ”: 2R (R là bán kính đường tròn ngoại tiếp A ABC) 
Công thức trung tuyến 
:_ bực a' , a+c b ; a +bi 


gà) 2 ch 2 PN, 


œt 


. Công thức tính diện tích tam giác 
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1 1 1 
8= -ah, = sPh, = se, 


® 


= =absinC = 2 besin A = 2aesinB. 


= ẤN =br=VP(P—8)(P=b)(P=) 


Trong đó AB = c; BC = a; CA = b; hạ, hụ, h. là các đường cao tương ứng 
với các đỉnh A, B, C của tam giác ABC. R, r lần lượt là bán kính đường 
tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác ABC. p là nửa chu vi. 
II. BÀI TẬP CƠ BẢN. 

A. CÂU HỎI TỰ KIỂM TRA 
Bài 1. Phát biểu định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ. Khi nào thì tích 


tị 


vô hướng của hai vectơ là số dương ? là số âm ? bằng không ? 
Giải 


Tích vô hướng của hai vectơ a và b là một số được xác định: 


a.b =lal.|B|.eos(a,b) 


_. 


» a.b >0 © cos(a,b) > 0 © 0° < (a,b) < 90° 


.b <0 ©cos(a,b) <0 © 90° < (a,b) < 180° 


_. 


.B =0 © œos(a,b) = 0 © (a,b) = 90° 
Bài 2. Để giải tam giác ta thường dùng định lý cosin trong những trường 
hợp nào ? Dùng định lí sin trong những trường hợp nào ? 
Giải 
e_ Để giải tam giác ta thường dùng định lý cosin trong trường hợp: 
+ Giải tam giác khi biết ba yếu tố là cạnh. 
+ Giải tam giác khi biết hai cạnh và một góc xen giữa. . 
« _ Để giải tam giác ta thường dùng định lý sin trong trường hợp: 
+ Giải tam giác khi biết hai góc và một cạnh xen giữa. 
+ Giải tam giác khi biết hai cạnh và một góc xen giữa. 
Bài 3. Cho biết độ dài ba cạnh của tam giác. Làm thế nào để tính 
a) Các góc của tam giác đó ? 
b) Các đường cao của tam giác đó ? 
e) Bán kính đường trón nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ? 
đ) Diện tích tam giác ? 


mì 
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Giải 
a) Để tính ba góc của tam giác thì: 
Bước 1: Sử dụng định lý cosin để tính 1 góc, 
Bước 2: Sử dụng định lý cosin hoặc định lý sin để tính góc thứ hai, 
Bước 3: Sử dụng tổng ba góc bằng 180° để tính góc thứ ba. 

b) Để tính các đường cao ta nên: 

Bước 1: Tính diện tích tam giác theo công thức Hê-rông. 
Bước 2: Tính h, = =è ;hụ = = ;h.= 3s 
a b € 
e) Đề tính bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác thì: 
Bước 1: Tính diện tích tam giác theo công thức Hê-rông. 
: abc 8 
Bước 2: R= Fr ;T= = à 
d) Tính diện tích tam giác theo công thức Hê-rông. 

Bài 4. Trong mặt phẳng toạ độ, biết toạ độ ba đỉnh của tam giác, làm thế 
nào để tính chu vi, điện tích, toạ độ trực tâm, tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác? 

Giải 
« Tính chu vi: Tính khoảng cách giữa các đỉnh . Khi đó chu vi của 
tam giác là tổng ba khoảng cách đó. 
« Tính diên tích: 
+ Nếu đã tính chu vi thì ta chỉ cÂn Áp dụng công thức Hê-rông, 


+ Áp dụng S= 2 absinC bằng cách tính BC, AC, cosC rồi từ đó 


tính sinC qua công thức sin? C + cos?C = 1. 

« Tìm toạ đô trực tâm; 
Gọi trực tâm H(x¡,y,,) tam giác ABC, khi đó: 
lon kiểu -© —— Mu (*) (Sử dụng công thức biểu thức toạ độ) 


BH L AE BH.AC = 0 
Giải(*) = toạ độ H. 
© Tâm đường tròn ngoại tiếp: Gọi I(x,;y,) là tâm đường tròn ngoại 
Đ, 1A =lIB_ Í|TA| - |TB| 
tiếp thì L— Sỹ nem == ““) 
, R— ".. 


«Ổ Giải hệ (**) = toạ độ I. 
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B. BÀI TẬP 
Bài 1 .Chứng minh các công thức sau: 


> 
Đụ 
ơ: 
" 


20812+lŠl?-lä~=b|®; 


š 
Đị 
ơ:i 
" 


bÍ - - " =3 
~(la+b]?-|a-bl?. 
22+ | a 

Giải 


1y Sv¿ ¬ > ng 1,~‡ + ¬# „2? s% 3 
a) Ta có: c(|al +lbl -la-bl?= s(a +b -(a +b -2a.b)) 


= 32a.b = a.b.. Vậy a.b = (la l2+ |B|*- |a =3 
1,” z ¬ 7 1, z2? _-Ằ~ +2  s? ¬.~ 
b) Ta có: c(la+bl?-|a-~b]l°= T(a +b +2a.b- (a +b-2a.b)) 
1  >¬ _ ¬ _ - 1 - TỊ2 - l2 
=J4a.b= a.b. Vậy a.b = T(la+b| -la=bl?. 


Bài 2. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. 

a) Chứng minh rằng với mọi điểm M ta luôn có 

MA? + MB" + MC? = 3MG? + GA? + GB" + GC'. 
b) Tìm tập các điểm M sao cho MA? + MB? +`MC? = k?, trong đó k là 
một số không đổi. 

Giải 

a) Ta có MA* + MB* + MC" = (Mö + GÄ)' + (MG : GB)' : (M6 + G6)ˆ 
= 8MG +GA” +GBE' +8” + 2MG (GA + GB + GC) 
= 38MG? +GA? + GB? + GC? 
b) MA” + MB" + MC" =k? œ MG? = 2[k”~(GA” + GB” + GC)] 
Vậy : 
» Nếu k?-GA?~GB?-GC? >0 thì tập các điểm M là đường tròn 


tâm G, bán kính R = HT ~ GA? ~GB? -GC°) 


e Nếu k?—GA? -GB? -GC? =0 thì tập các điểm M là điểm G. 
e Nếu k?-GA? -GB? -GC? <0 thì tập các điểm M là tập rỗng. 
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Bài 3 .Cho hình bình hành ABCD. Tìm tập các điểm M sao cho 
MA? + MB” + MC” + MDỶ = k”, trong đó k là một số không đổi . 
Giải 
Gọi O là tâm hình bình hành ABCD, ta có: 
MA” + MB? + MC? + MD = k? 
e (Mö+ØÄ] + (Mö + OB) + (Mö + Ø6)Ï + (MÕ + ØD) = k; 


©  4MO” +OA” +OB” +OC? +OD? + 2MO.(OA +OB+OC + öP) = 


ee MO? = 2[k! - OA* =OB* ~OC? ~ OD?] 


e MO” = NO - 2OA” - 20B? | (Vì O là tâm hình bình hành) 
Vậy: 
e Nếu k” -2OA” -2OB” >0 thì tập các điểm M là đường tròn tâm O 
bán kính R = HO ~ 8OA” - 2OB” ], 
« Nếu k? - 2OA? - 2OB” =0 thì tập các điểm M là điểm O, 
« Nếu k” - 2OA? - 2OB? <0 thì tập các điểm M là tập rỗng. 
Bài 4 .Trên hình bên cho vẽ hai tam giác vuông cân ABC và AB'C' có 
chung đỉnh A. Gọi I và J lần lượt là trung điểm của 
hai đoạn thẳng BB' và CC'. Chứng minh 


rằng. 
a) AILCC', AJ 1 BB' ; 
b) BC! LB'C 

Giải 
a) Ta có 


1 ; 
LỚC' < s(AB + AB )(AC - AC) 


(AB.AC - AB.AC + AB.AC - AB.AC) 


C'- AB. AG) (Vì các góc BẬC và BẢC' là các góc vuông) 


I 
h2l— NỊm tim 
BỊ 


HRÊN BÁC- AB'.AC.cos BẬC) = 
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(Vì AB = AC; AB' = AC' và hai góc BÁC' bằng góc BAC) 
Vậy AILCC'. Chứng minh tương tự ta có BB L AJ. 
b) Ta có 
BƠ.C = (AC - AB) (AE - AB) 
= AC.AC - AC AB - AB.AC + AB.AB' 
= ÄC.ÄO + AB.AE' (Vì các góc BÁC và BAC' là các góc vuông) 
= B.B = AC.AC.cosCAC + AB.AB'.cos BAB' = 0 
(Vì AB = AC; AC' = AB' và CÁC + BÀB' = 180° nên 
cos CÁC = - cos BAB'). Vậy BC 1 BC. 
Bài 5 .Cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi N là trung điểm CD, M là điểm 
trên AC sao cho AM = SẠC. 


a) Tính các cạnh của tam giác BMN. 

b) Có nhận xét gì về tam giác BMN. Tính diện tích tam giác đó. 

e) Gọi I là giao điểm của BN và AC.Tính CI. 

d) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BDN. 
Giải B 


a) Ta có AC = a2; mà AM = SẠC. À\x⁄ 
3a VŠ < 

= MÔx — J2 sò 

Xét tam giác CMN ta có : VỰNG 


MN?=CM?+CN?-2CM.CNcosÑM  ^ , 
„_ 9a',a” „38/2 a8, go _ 9A”, 8” 3a” Ba” 
TL kế LẠ, HẠ: "3 @14“42 + 4 8 
Vậy MN = SV” 


Xét tam giác BNC ta có 
: : ¬" ˆ...... a5 
BN? =BC* +CN? =a? + — = ——. Vậy BN = —— 
4 4 2 
Xét tam giác BMC ta có 
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BM' = BC? + CM? - 2.BC.CM.cosBCM 
L2 2 

` 9a „ 3av2 JobsÁŠ: g 5a” 

8 4 8 


Vậy BM= 1s. 


b) Nhận thấy BM = MN, mặt khác MN” + BM? = BN? 


Do vậy tam giác BMN vuông cân tại M 
a/10, a/10 = 5ˆ đơn vị diện tích) 


=2 RE BM. MN = _ 2 Tổ 
e) Xét tam giác BCN, ta có CI là phân giác trong của tam giác 


BI _ BC _ a 
vs BI = 2IN 
_: xâm chướng 


2 
Mà BI-IN = BN = SŸố = IN= SỐ 


Xét tam giác BCN ta có : cosBNC = BN v§ 


= IC?* =IN? +CN? - 2IN.CN.CosBNC 


„ða”,a” 2 aV5 a Võ _ láa” a” - 8a” 
sx. 5.5 6 6 36 


36 4 
2V2a _ av2 
Vậy IC = =—— 
ki 6 3 
2 


d) Ta có Suwy = 2 BD.DNsin BDN = 2a V8. 5 sin4ð" -T 


Lại có, gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BDN 


a⁄5 


R- BD.DNBN _ sIẾ 2. 2_ _ 10a 
4.5 my a? 4 


Bài 6.Cho e = (4;1) và f = (14) 


a) Tìm góc giữa các vectơ e và f 
e+mf vuông góc với trục hoành 


b) Tìm m để vectơ a 


T5 


e) Tìm n để vectơ b =ne+f tạo với vectơ dị một góc 45". 


Giải 
a) Ta có 
+3 S.Ệ 4.1+14 8 +. 
Cos(e;f ) =—° = — =(€;f)x 615540” 
Iell fl "Vy JV2vt HT 
b) Tại a = e+ mỸ có toạ độ (4 + m;1 + 4m). 


Trục hoành nhận ỉ= (1 ; 0) làm vectơ đơn vị 


Như vậy a vuông góc với trục hoành khi : 
(4 + m).1 + (1 + 4m).0 =0 © m=-4 
Vậy m = - 4 là giá trị cần tìm . 


e) Tacó b= (4n+l;n+4); Hx = (L;1). 


$ SN j) 4n+l+n+4 
=cos(B; ï+ j) = An .—— 
b i+j (4n+1)” + (n + 4)”. V2 
2 ðn+ð 
17n? + 16n + 17.V2 
=(B;i+j)=45°© (GIAN... AI CV » 
v17n?+16n+172 2 
n=4 
© 17nŸ + 16n +17 = (õn +5)? ©8n?+34n+8=0 © 1 
nz— 
Vậy n=4;n= h là giá trị cần tìm. 
Bài 7 .Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng 
2 2 lì L 4 4 
a) cotÁ = —— b) cotAÁ + cotB + cotC = ¬. 
Giải 


b?+c?-a? 


a) Ta có sinA = Tu cosA = 2e 
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cosA _ b°+c?-a? 2R  b+c°-a? 

=> cotÁ = — CC : = R= 

sinA 2bc a abc 45 

b°+c?-a? 
4S 


b) Từ câu a, ta suy ra 


Vậy cotA = 


b+c?-a? a°+c-b ` b°+a?-c b+c?+a' 
cot Á + cot B + cotC = 1 # T + T ° E 
Bài 8 .Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để hai 
trung tuyến kẻ từ B và C vuông góc với nhau là bỶ + c? = 5a” 
Giải C 
Giả sử BE và CF là hai trung tuyến 
của tam giác ABC. Gọi G là trọng 
tâm của tam giác. 
Ta có BE 1 CF © tam giác GBC vuông tại G 


+ GM= 2BC (M là trung điểm BC) Ẩ t B 


2 2 2/t¿ 2 3 2 
= lš=] -l] =Ä{ ˆ-T)- 5= ve se 


Bài 9 .Trong số tam giác có hai cạnh là a và b, tìm tam giác có diện tích 
lớn nhất 


Giải 
Gọi hai cạnh của tam giác ABC là AC = b, BC = a. 
' Ta có Su»; = 2 BC.ACsinC 5 zab sin C. 
Do a, b không đổi, do đó Sasc lớn nhất © sinC lớn nhất 
&© sinC = 1 hay C = 90° 
Bài 10 .Cho tam giác ABC có a = 12, b = 16, c = 20. Tính diện tích tam 
giác, chiều cao hạ, các bán kính R, r của đường tròn nội tiếp, ngoại 
tiếp tam giác. 
Giải 


« _ Diện tích tam giác ABC 


T7 


= JjP(p - a)(p - b)(p - c) = v24 (24 - 12) (24 - 16)(24 - 20) = 96 


Bài 11 .Cho hai đường tròn (O;R) và (O;R') cắt nhau tại hai điểm A và B. 
Trên đường thẳng AB lấy điểm C ở ngoài hai đường tròn và kẻ hai 
tiếp tuyến CE; CF đến hai đường tròn (E; F là các tiếp kgền), Chứng 
minh rằng CE = CF. 

Giải 


Ta có 2o = CACB = CE =CE? 
222o = CAGB = CF” = CF? 
=> Ztuo = tơi hay CE = CF 


Lưu ý: Bài 11 trên được sử dụng nhờ 
định lý sau (được viết ở cuốn phân loại 
hình học 10 của cùng tác giả). 
Định lý: Cho đường tròn (O;R) và điểm M cố định. Một đường thẳng 
thay đổi đi qua M và cắt đường tròn tại hai điểm A và B thì tích vô 
hướng MA.MB là một số không đổi. (Giá trị MA.MB không đổi nói 
trong định lý trên gọi là phương tích của điểm M đối với đường tròn 
(O). Kí hiệu 2o; . 
Zwòi = d?—R? (dđ=OM) 
Bài 12 .Cho đường tròn (O;R) và một điểm P cố định trong đường tròn. 
Hai dây cung thay đổi AB và CD luôn đi qua P 
và vuông góc với nhau 
a) Chứng minh rằng AB? + CD? không đổi; 
bì Chứng minh rằngPA? +PB? +PC? +PD? 
không phụ thuộc vào vị trí 
của P. 
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Giải 
a) Gọi E; F theo thứ tự lần lượt là trung 
điểm của AB và CD. Ta 
AB? +CDZ = (2AE) + 2(CF)” 


4(AO“ - OE? + CO? - OF”)= 4(2R? - (OE + OF”)) 


4(2R” - OP”) = 8R” -4OP? không đổi. 
b) Ta có: 
PA” + PB” + PC? + PD” = (PA + PB)? + (PC +PD)” - 2PA.PB - 2PC.PD 
= (PA + PB)? + (PC +PD)? + 2PA.PB +2P6PB_ˆ 
= AB? + CDỶ + 4. P/o, 
= 8R? - 4PO? + 4(PO? - R?) = 4R? không đổi . 
C. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
1. Giá trị cos45" + sin45” bằng bao nhiêu ? 
D1; ID V2; ID v3; IV) 0. 


2. Trong các đẳng thức sau, đẳng thức nào đúng ? 


I) sin (180) - ơ) = - cosŒ ; 1) sin (180? - œ) = - sinơ ; 

III) sin (180° - œ) = sinơ ; IV) sin (180° - œ) = cosd ; 
3. Trong các đẳng thức sau, đẳng thức nào sai? 

I) gin0° + cos0” = 0; II) sin90° + cos90° = 1; 

II)sin180° + eos180° = —1; IV) sin60° + cos60° = = : 


4. Trong các hệ thức sau, hệ thức nào không đúng với Vx e [09180 ] 

1) (sinx + cosx)” = 1 + 2sinx.cosx; ID (sinx — eosx)Ê = 1 - 2sinx.cosx ; 
III eos'x — sinÍx = cos2x — sin?x; IV) cosÍx + sin'x = 1. 

5. Cho O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều MNP. Trong các cặp 
vectơ sau, cặp nào gồm hai vectơ mà góc giữa chúng bằng 120° ? 
DMN và ÑP, I)MÕ và ÔN ,IDMN và OP ,IV)MN và ME 

6. Cho M, N, P, Q là 4 điểm tuỳ ý. Trong các hệ thức sau, hệ thức nào sai? 
lộ) MNÑ(NE - P3) = MNNP +MNPQ; 
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ID ME.MN = - MN.ME, 
II MN.PS = PQMN; 
1V) (MN - PQ)(MN + PQ) = MN? - PQ?. 
1. Trong các hệ thức sau, hệ thức nào đúng ? 
blä.BI =IäI.IBI;š =läl; 
mÐ Js =ã; IV ä =zlal. 
8. Cho a = (34), b =-(4;—3) . Kết luận nào sau đây là sai ? 
Da.B =0; IDaLB; 
ID |a.b| =0;' IV lal.|B| =0. 
9. Cho a = (9:3). Vectơ nào sau đây không vuông góc với vectơ a? 
D v(1;-8); IDv(2 ; -6) ; IIDv(1; 8) ; IV) v(1; 3) 
10. Cho A ABC có a = 14; b = 18; c = 20. Kết quả nào sau đây là gần 


đúng nhất ? 
DB x 42°50; ID B x 60°56 
” II)B >x 119904; IV)B x 90°. 


11. Nếu tam giác MNP có MP = ð; PN = 8 và MPN = 120° thì độ dài 
cạnh MN (làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất) là 
J 114; I)124; HID7,0 ; IV)12,0. 
12. Cho A MP tại P. Trên cạnh MQ lấy hai điểm E, F sao cho các góc 
MPE, EPF, FPQ bằng nhau . Đặt MP = q, M 
PQ = m, PE = x, PF = y (hình bên). Trong các 
hệ thức sau, hệ thức nào đúng ? 
D ME = EF = FQ; k 
ID ME? = q? + x?— xq; 
II) MẸ” =q?+y?-yq; 
._IV) MQ? = q?+ mˆ - 2qm. 


80 


13. Tam giác ABC có BC = 10; A= 30”. Bán kính đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC em bao nhiêu ? 
D5; ID10; II) ——;TV) 10/3 


T 
14. Tam giác với ba cạnh là 5, 12 và 13 có diện tích bằng bao nhiêu ? 
D30; ID 20⁄2; 
ID 10/38; - : IV) 20. 


15. Tam giác ABC có ba cạnh là 6, 10, 8. Bán kính đường tròn ngoại tiếp 


tam giác đó bằng bao nhiêu ? 


D 3; 1) 4; 

II 9; 1V) 1. 
16. Tam ABC có B = 60”, Ở = 45°, AB = 5. Hỏi cạnh AC bằng bao nhiêu? 

1 53; 1D 5⁄2; 

ID Bà IV) 10. 
Đáp án: 

mman.nrememsamsenemin 

B. án| HH L 1 | nh ) %8 |W'. 


Câu 9 10 11 12 18 | 14 | 15 | 16 | 
Đápăn| 1H] H | ï | 1H | f1 | f† | m jHĂ, 


III BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 


Bài 13.Cho tam giác ABC có AB = 10, AC = 4 và Â= 609. 
a) Tính chu vi tam giác. 
b) Tính tan Ê 
e) Cho điểm D trên tia đối của tia AB sao cho AD = 6, hãy tìm điểm E 
trên tia AC sao cho BE là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp AADE. 


Si 


Bài 14.Cho tam giác ABC có Ẫ= 609, a = 10,r = ——— 


a) Tính R H b) Tính b, c. 


Bài 1ð.Cho tam giác ABC có AB = 13, BC = 14, CA = 15, đường cao AH. 
a) Tính điện tích tam giác ; 
b) Tính đường cao AH của tam giác ; 
e) Tính HBHEG. 


sinB.sinC = Ặ 
Bài 16. Chứng minh rằng tam giác ABC thoả mãn "x. vẽ 
.Ä.“—.. 
là tam giác đều. 

IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 13: a) Chu vi tam giác ABC là : 2p = AB + BC + CD + 10 + 4 + 8,72 x22,72 

a)tan = -5V3 

b) Điểm E cần tìm là điểm trên tia AC và cách A một đoạn = 5 + V85 


10 
Bài 14. a) R= —— ; b)b=c= 10 

v3 

_-> — 

Bài 15. a) S = 84 ; b) AH = 12; c) HB.AC . 

;_ a-b-c 2 2 8 
Bài 16. Ta có a” = ———————— © a“ = b“- be +c 

a-b-c 


Mặt khác : a? = bÊ + c? — 2bc.cosA = cosA = : =Â = 60° (1) 


Lại có : sinBsinC = h œ 4sinBsinC = 8 
© 2 (cos (B - C) - cos (ŒB + C)) = 8 © 2cos (B — C) + 2 cosA = 3 


© 2cos (B — C) = 2 (vì Ả = 60°) © cos (B - ©) =1—=B=<C (2) 
Từ (1), (2) = tam giác ABC đều. 
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CHƯƠNG III 
PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG MẶT PHẲNG 


§1. PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT CỦA ĐƯỜNG THẲNG 


I.TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Vectơ n khác Ö, có giá vuông góc với đường thẳng A gọi là vectơ 
pháp tuyến của đường thẳng A. 
« Cho đường thẳng A đi qua M,(x, ; yạ) và nhận n(A ; B) làm 
vectơ pháp tuyến khi đi qua A có phương trình tổng quát : 
Ax + By + C=0(A?+B?z+0;C =-Ax,T- Byo) 
« Khi B = 0 thì (A) có phương trình: Ax + C = 0 là đường thẳng 
vuông góc trục ÖOx 
A =0 thì A có phương trình: By + C = 0 là đường thẳng 
vuông góc trục Ôy 
€ =0 thì A đi qua gốc tọa độ. 
Lưu ý : Đường thẳng 
TH m1 (az0 ; bz0) đi qua A (a ; 0) và B (0 ; b) gọi là phương 
a 
trình đường thẳng theo đoạn chắn. 
2. Trong hệ Oxy cho 2 đường thẳng 
Ai: Aix + Bịy +Ci =0 
As: Aazx + Bạy + C¿ = 0 


® Ai, 8c cấy niữu ae ÂU ¿.ÐL 
A; B;ạ 
® Ai/A¿ ... nh 
Á¿ 
Ai 
A 


II BÀI TẬP CĂN BẢN. 

Bài 1. Trong tác mệnh để sau, mệnh để nào đúng? 
a) Đường, thẳng song song với trục Ox có phương trình y = m (m # 0) 
b) Đườrg thẳng song song với trục Oy có phương trình x = m?+1 
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e) Phương trình y = kx + b là phương trình của đường thẳng: 
d) Các đường thẳng đều có phương trình dạng y = kx + b. 
e) Đường thẳng đi qua 2 điểm A(a;0) và B(0;b) có phương trình 
Su xẻ 
a 
Giải 
e Các mệnh đề đúng: b ; c; a. 
e Các mệnh đề sai: d ; e 
Bài 2. Viết phương trình tổng quát của: 
a) Đường thẳng Ox 
b) Đường thẳng Oy 
c) Đường thẳng đi qua M(xạ; yo) và song song với Ox; 
d) Đường thẳng đi qua MŒxo ; yọ) và vuông góc với Ox; 
e) Đường thẳng OM, với M(xạ; yo) khác điểm O. 
; Giải 


a) Do đường thẳng Ox đi qua O(0 ; 0) và vuông góc với j (0; 1) 
= Ox có phương trình tổng quát y = 0 
b) Do đường thẳng Oy đi qua O(0 ; 0) và vuông góc với ï (1 ; 0) 
= Đường thẳng Oy có phương trình x = 0 
cœ)_ Do đường thẳng qua MŒ;; yo) và vuông góc với j (0 ; 1) 
= Đường thẳng có phương trình 0 (x - xọ) + 1(y — yọ) =0 
hay y — yọ = 0 (yo # 0) 
đ) Do đường thẳng qua MŒ; yo) và vuông góc với ï (1; 0) 
= Đường thẳng có phương trình 1(x — xọ) + 0(y — yọ) =0 
hay x — xọ =0 ( xọ # 0) 
e) Do đường thẳng đi qua O (0; 0) nên nó có phương trình: 
Ax + By =0 
Mặt khác : đường thẳng đi qua MŒ¿; yo) 
= Axo + Byo =0 
Lấy A=yo = B=xo 
Do đó đường thẳng có phương trình: yọx — xạy = 0 
Bài 3. Cho tam giác ABC có phương trình các đường thẳng AB, BC, CA là 
AB: 2x - 3y - 1 =0 
BC: x + 3y +7 =0 
CA: ðx - 2y + 1 =0 
Viết phương trình đường cao của tam giác kẻ từ đỉnh B. 
Giải 
Tọa độ điểm B là nghiệm của hệ: 
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2x-3y-1=0 
= 5 suy ra BỊ -2;—— 
x+3y+7=0 =¬3— 
3 
Ea nhà 2ý n 1 T1 „ở 
Dễ thấy AC đi qua M . ;Ñ „1> 


= 
= Đường cao BB nhận MÀ -Š ;— ;) làm vectơ pháp tuyến. 


= Đường cao BB có phương trình: 


- (x+2)~2(y+5]~0 


3 
7 
Hay 2x +By «Õ =0 


Bài 4. Cho 2 điểm P(4; 0) ; Q(0; -2) 
a) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(3; 2) và song song 
với đường thẳng PQ; 
b) Viết phương trình đường trung trực của đoạn PQ. 


Giải 
a) Ta có: Đường thẳng PQ có phương trình: 
Tư =1 ©x- 2y - 4=0 
4 -2 


Đường thẳng A song song với PQ có phương trình là: 
x—23y+c=0 (c# 4) 
Do A đi qua A(3; 2) suy ra 3 — 2.2 + c =0 ©c =1 
Vậy đường thẳng A cần tìm có phương trình: 
x— 2y +l =0 
b) Gọi J là trung điểm của PQ =. J (2; -1) 


Đường trung trực của PQ nhận PộC 4; -2) làm vectơ pháp tuyến 
= Đường trung trực của PQ có phương trình: ˆ 
- 4x — 2) - 3(y + 1) =0 
hay 2x + y - 3 =0 

Bài 5. Cho đường thẳng d: x - y =0 và điểm M2; 1) 

a) Viết phương trình tổng quát của đường thắng lđối xứng của d qua 
liểm M; 

b) Tìm hình chiếu của điểm M trên đường thẳng d. 

Giải 
a) Xét tập hợp những điểm A' đời xứng với A qua M khi A chạy trên 


$5 


d. Đặt A(xo; yo) chạy trên d và A(x ; y) là điển: đối xứng với A qua M. 
.„ |x*+xạ=4 Xạ= 4-x 

Ta có: Ben 2s nh 3y 

Do Ae d nên xo - yo= 4 = (4-x) - (2- y)=0 ©x-y-2=0 

Do đó đường thẳngđối xứng với d qua M có phương trình: 

x-y-2=0 
b) Xét đường thẳng A có phương trình: x + y + m = 0 

Dễ thấy A L d 

MeA<>+2+1l+m=0e©m=-3 

Vậy đường thẳng A đi quaM và vuông góc với d có phương trình : 
x+y-3=0 

Gọi M là hình chiếu của M lên d. Suy ra tọa độ M 'là nghiệm của 


r—y=0 F 
hệ phương trình: Trữ tớ © : 
2 


Vậy w(Š:3]) 
22 


Bài 6. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau và tìm giao 
điểm của chúng (nếu có) 
a) 2x — By + 3 = 0 và ðx + 2y—- 3= 0 
b) x- 3y +4 =0 và 0,Bx - 1,5y + 4= 0 
©) 10x + 2y - 3= 0 và ðx+y -1,B=0 
Giá 


a) Ta có: : z s = đường thẳng 2x — 5y + 3 = 0 cắt đường thẳng 


ðx + 2y - 3= 0 
Toạ độ giao điểm I là nghiệm của hệ 
9 
x=— 
2x-5y+3= 0 99 9 21 
(ễccaacb 8`. 0m ng 
.—— 
9 
1 -3 4 t4" : 
b) Ta có: — = #— = hai đường thẳng song song với nhau 
05 -1L5 4 
e) Ta có: = = h = _ = Hai đường thẳng trùng nhau 
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III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÄNG CAO. 

Bài 7. Viết phương trình các đương cao của tam giíc ABC biết A (-1; 2); 
B2; -4); € (1;0) 

Bài 8. Viết phương trình các đương trung trực của tan: giác ABC biết 
M(-1; 1);N (1;9); P(9; 1) là các trung điểm của ba cạnh 

Bài 9.Cho điểm A (-1; 3) và đường thăng \ có phương trình 
x- 3y +2 =0. Dựng hình vuông ABCD sao cho 2 đỉnh B, C nằm trên 
A và các toạ độ của đỉnh € đều dương 
a) Tìm toạ độ các đỉnh B, €, D 
b) Tính chu vi và diện tích cua hình vuêng ABCD 

Bài 10. Cho 2 đường thẳng: 

dị:2x-y-2=0 d¿:x+y+3= 0 và điểm M(3;0) 

a) Tìm toạ độ giao điểm của d, và d; 
b) Viết phương trình đường thăng đi qua M cất d, và d; lần lượt tại 
các điểm A và B sao cho MA = MB 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 7. 

Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Ta có: 

e Đường cao AH có phương trình: x- 4y+9=0 

e _ Đường cao BH có phương trình: x- y—6= 0 

e Đường cao CH có phương trình : x- 2y - 1= 0 
Bài 8. 

Giả sử M,N, P theo thứ tư là trung điểm của AB, AC, BC của tam 
giác 

ABC 

Đường trung trực của BC có phương trình : x + 4y — 13 = 0 

Đường trung trực của AB, AC lần lượt là: x- y + 2= 0 và x—-1=0 
Bài 9. 

a)B(0;1) ; C(2;2) „ D4) 

b) Ta có chu vi hình vuông ABCD là: 4 x AB = 445 

Diện tích của ABCD là : AB x AD < Jj5 x V5 = 5 
Bài 10. 

1, 1 


a) Toạ độ giao điểm I của d; và d; là I (-š-3) 


b) MA có phương trình y = 8(x - 3) 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA ĐƯỜNG THẲNG 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1.Vectơ u khác 0 có giá song song hoặc trùng với A được gọi là véctơ 
chỉ phương của đường thẳng A. 
2. Trong mặt phẳng toạ Âu Oxy, cho đường thẳng A đi qua Mọ (ọ; yo) 


và có véctơ chỉ phương u (a; b). Điểm M (x; y) e A thì: 


( g. , XSvẾế “th 


(1) gọi là phương trình tham số của đường thẳng A. 
3. Từ (1) với a z 0; b z0 thì: 


gọi là phương trình chính tắc của A 


S—% ... NHÊN 4=: / 
a b 
Lưu ý: Nếu a = 0 thì A có phương trình tổng quát x - xọ = 0 và không 
có phương trình chính tắc. 

Nếu b = 0 thì A có phương trình tổng quát y — yọ = 0 và không 
có phương trình chính tắc. 


Nếu u (a ; b) là vectơ chỉ phương của đường thẳng A thì 


nœb ¡ a) sẽ là vectơ pháp tuyến của A. 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 


Bài 1. Cho đường thẳng cả chà k 


TT Ê & R). Hồi trong các mệnh đề 


sau, mệnh để nào sai: 
a) Điểm A (-1; -4) thuộc A; 
b) Điểm B (8; 14) không thuộc A, điểm C (8; -14) thuộc A; 


e) A có vectơ pháp tuyến m (1; 2); 


đ) A có vectơ chỉ phương ủ (1; -2); 
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8) Phương trình =— = _ là phương trình chính tắc của A. 
Giải l 
‹ Các mệnh để đúng: b, d, e, f 
«e Các mệnh đề sai: a, c 
3à¡ 2. Cho đường thẳng A : Ax + By + C =0. Trong các mệnh để sau, 
mệnh để nào đúng? 


a)Vectơ ñ (A; B) là vectơ pháp tuyến của A; 
b) A có vectơ chỉ phương 0t: A); 

e)A có vectơ chỉ phương > =(kB; kA) với k z0; 
đ) A có vectơ chỉ phương u =(BB; -ỗA); 


e)Đường thẳng vuông góc với A có các vectơ chỉ phương u =(A; Bì). 
Giải Ẻ 
- Các mệnh để đúng: a, b, d, e 
- Các mệnh để sai: c 
3ài 3. Hãy viết phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) và 
›hương trình tổng quát của đường thẳng đi qua hai điểm A và B trong 
nỗi trường hợp sau: 
a)A=(-3;0) ;B(0;5). ` 
b)A(4;1) ;B(4;2). 
e) A(-4; 1) ;B(1;4). 
Giải 


ki 
a) Ta có: AB = (3; 5) 
Suy ra: 


øe - Đường thẳng AB có phương trình tham số là: P E ha +3t 
x+3 ÿy 


e _ Đường thẳng AB có phương trình chính tắc: AE 7 


e Đường thẳng AB có phương trình tổng quát: ð(x + 3) - 3y =0 
Hay: 5x - 3y +15 =0 
Sế 
b) AB=(0 ; 1) Suy ra: 


« - Đường thẳng AB có phương trình tham số: = ‡E 


e - Đường thẳng AB không có phương trình chính tắc 
« - Đường thẳng AB có phương trình tổng quát: x —- 4 =0 
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+ 
c) AB =(5;3) Suy ra: 


» - Đường thẳng AB có phương trình tham số: Tu : 


x+4 y-l 


e - Đường thẳng AB có phương trình chính tắc: xi 3 


e _ Đường thẳng AB có phương trình tổng quát: 
8(x + 4)— 5(y_—- 1)=0 Hay: 3x-— ðy +17 =0 


Bài 4. Cho điểm A (-5; 2) và đường thẳng A : “ ¬ “sẽ ==. Hãy viết 


phương trình đường thẳng. 
a) - Đi qua A và song song với A; 
b) Đi qua A và vuông góc với A. 

: Giải 


a) Do A có.vectơ chỉ phương u (1; -2). Do vậy đường thẳng (dị) cần 
tìm có phương trình: 
x+ð y-2 
1 -2 


b) Do đường thẳng (d;) cần tìm vuông góc với A nên nó nhận "Q; - 
2) làm vectơ pháp, mà nó đi qua A 
Do vậy d; có phương trình: 1(x + ð) - 2(y - 2) = 0 hay x - 2y +9 = 0 
Bài B. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng sau đây và tìm toạ 
độ giao điểm (nếu có) của chúng: 


x=4-9t x=8+6t „„ 
E2: &« và [Tố (t eR) 
x=B+t x-4 y+7 
bì [TT la gy đe R)và ẨC^=ŸC” 
c) 1y (ŒteR)và x+y-4=0 
Giải 
a) Ta có đường thẳng (dị): lEm2 9 đi qua Mạ (4 ; 5) và có vectơ 


chỉ phương: u (-2; 1) 


x=8+6t 


se (£ eR) : đi qua Mẹ (8 ; 4) và có 


Đường thẳng (d;) | 


vectơ chỉ phương u; (-2; 1) 


=> (dị) và (dạ) có vectơ chỉ phương cùng phương 
Mặt khác : M; z dạ 
Do vậy dị song song với dạ 


b) d; È 9u ạ( (t€ R) có vectơ chỉ phương u;#1 ¡ 2) và đi qua 
M: (5 ; -3) 
*x-4 JH/ „ n S _ 

dị: " =^ 5 có vectơ chỉ phương u, (2; 3) và đi qua M¿ (4; -7) 


Do u¿ và u„ không cùng phương, suy ra đ; cắt dị; 
Toạ độ giao điểm là nghiệm của hệ : 


x=õ+t t=-B 

y=-3+2t 4 x=0_ Vậy toạ độ giao điểm là (0 ; -13) 
x4 y+T y=-l3 

5 1#» 


=5+t Re ớ Ẫ 
€) d; : lnh tạ ì nhận n, (1; 1) làm vectơ pháp tuyến và đi qua 


M; (5; 1) 
dẹ:x+y- 4=0 nhận mẤ 1) làm vectơ pháp tuyến 
Do n,,n, cùng phương, mặt khác : 5 - 1 - 4 = 0 > M; e (dạ) 
Vậy d; và dạ trùng nhau. 


lài 6. Tìm hình chiếu vuông góc của điểm P (3; -2) xuống đường thẳng A 
trong mỗi trường hợp sau: 


a) A: bê (teR) 
y=1 


e) A:5x~— 12y +10 =0 
Giải 
b sẻ 
a) Gọi H là điểm nằm trên A =© H (t ; 1), suy ra PH(t—3; 3) 


Đường thẳng A có vectơ chỉ phương ¡ (1; 0) 
ch c =.- 
H là hình chiếu của P lên A © PH lL ¡ ©PH. ¡=0 


©t-3=0cœt =3 
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Vậy H(3; 1) 


b) Ta có A có phương trình tham số § St an (CD 
ỳ 


= -Át 


Đường thẳng đ đi qua P và vuông góc với A nhận u (3 ; -4) làm vectơ 
pháp tuyến. Suy ra d có phương trình: 
3(x - 3) - 4(y + 2) =0 hay 3x- 4y- 17=0 (2) 


Thay (1) vào (2) => 3(1 + 3t) - 4(-4t) - 17=0 ©t= 5 
67 
_ 
Th ào (1) : 
ay vào (1) : > — Bồ 
25 
vã 67 56 
Vậy hình chiếu vuông góc của P lên A có toạ độ (š: -Š] 


©) Gọi A là đường thẳng qua P và vuông góc với A. Do L\ vuông góc với 
A nên A nhận u (ð; -12) làm vectơ chỉ phương. Suy ra A có phương 


,. Í x=83+B5t : 
rình th ì teR 3 
tị am số hệt (teR) (8) 
49 
Thay (3) vào phương trình A ta có: Tu 
Suy ra toạ độ hình chiếu của P lên A là: 
3 62 
169 169 
250 
y =-2-¬12. An. h =—— 
169 .169 


Vậy hình chiếu của P lên A có toạ độ : ( mm) 
169 169 


Bài 7. Tìm điểm M trên đường thẳng A: x - y +2 =0 cách đều hai điểm 

E(0; 4) và F (4; -9) 

Giải 
Ta có A có phương trình tham số: | 3 (teR) 

yx2+t 
— — 

Do M e (A) suy ra: M (t; 2 +t)  EM= (t;t— 2) ; EM (t—-4;t+11) 
Do M cách đều E và F thì EM = FM 
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ca LỞ sát — ĐI = (E 4Ÿ + +1” co Tết + 188 =0 cc t= — TC” 


Bài 8. Cho hình bình hành có toạ độ một đỉnh là (4; -1), biết phương 
trình hai cạnh là x - 3y =0 và 2x + 5y + 6 =0. Tìm toạ độ ba đỉnh còn 
lại của hình bình hành đó. 

Giải 


Giả sử hình bình hành đó là ABCD có A (4 ; -1) 


Do A không thuộc hai cạnh đã cho.Giả sử BC: x - 3y =0 
CD: 2x + 5y + 6=0 


6 
D dể. À ni 
. l Š x-3y =0 11 

Toạ độ điểm C là ngh: hệ: 
s Toạ độ điêm nghiệm của hệ Lên vài b VẬN 
11 


Vậy € (-3:-2) 
11 11 


s Do AB song song với CD nên AB có phương trình: 
2(x - 4) + ð(y + 1) =0 hay 2x + ðy - 3 =0 
= Tọa độ điểm B là nghiệm của hệ: 


9 
x=— 
ãy-83=0 
2x+ỗy *d 11 váy B (2) 
xÄy =Ù Ö¬ 11111 
11 


s AD song song với BC nên AD có phương trình 
1(x - 4)— 3(y +1)=0 hay x- 3y - 7 =0 
= Toạ độ điểm D là nghiệm của hệ: 


=‹ 
-8y-7=0 11 
xite/ = 11 vạyp|[T, 2° 
2x+By+6=0 và 20 13L 1ì 
11 


III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 9. Lập phương trình tham số, chính tắc (nếu có) của đường thẳng d 
trong mỗi trường hợp sau: 
a) d đi qua A (-1 ; 2) và song song với đường thẳng 5x + 1 =0 
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b) d đi qua B (7 ; -5) và vuông góc với đường thẳng x + 3y - 6 =0 
e) d đi qua C (-2 ; 3) và có hệ số góc k = - 3 
đ) d đi qua hai điểm M (3 ; 6) và N (5 ; -3) 


Bài 10. Tìm hình chiếu vuông góc của điểm M (3; 1) trên đường thẳng A 
x=-2-2t 
y=1+®9t 
Bài 11. Lập phưong trình các đường thẳng chứa bốn cạnh của hình vuông 
ABCD biết đính A (-1; 2) và phương trình của một đường chéo là: 
h =-l+2t 


y=-2t 


có phương trình | 


(teR) 


=-Ð°, —— .Jx=-8-t „ 
Bài 12. Cho hai đường thẳng A: _ h ¿ eÏ vàaA t ,  teR. 


Viết phương trình đường thẳng đối xứng của A qua A 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 9. 
a) d có phương trình tham số: _. (te) 
y=92+ðt 


d không có phương trình chính tắc 
: : „ J x=7+t 
trình th: ố: teR 
b) d có phương am s LỆ ai (teR) 


-7 b) 
d có phương trình chính tắc: _= ci : 
x=-2+t 


e) d có phương trình tham số: (tt R) 
y=3-ät 


ˆ_ đ có phương trình chính tắc: ° : 3.178 


-3 


_3 
đ) d đi qua hai điểm M (3 ; 6) và N (5 ; -3) = d nhận MN 2 ; -9) làm 
vectơ chỉ phương, do đó: 


x=8+2t 
y=6-®t 
s d có phương trình chính tắc: — — 


s d có phương trình tham số: | 
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Bài 10. Toạ độ hình chiếu vuông góc M của M lên A là M ( T5) 


Bài 11. Phương trình bốn cạnh của hình vuông là : x +1 =0; y=0; 
x+3=<0; y-2=0 
Bài 12. Đường thẳng cần tìm là: x + 7y - 22 = 0 
§3. KHOẢNG CÁCH VÀ GÓC 


.TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


_ 


1. Khoảng cách từ điểm M (xạ; yo) đến đường thẳng 
|Axe + Byạ + C| 


A: Ax + By +C =0 là: d(M;A)= 
vVA?+B? 


9. Hai đường thẳng a và b cắt nhau tạo thành bốn góc, số đo của góc 
nhỏ nhất được gọi là góc giữa hai đường thẳng a và b. Khi a song 
song hoặc trùng với b, ta quy ước góc giữa chúng bằng 02 
Cho 2 đường thẳng A¡: A¡x + Bịy + C¡ =0 và A¿: A;x + Bạy + C¿ =0. 
Gọi ¿@ là góc hợp bởi A¡ và A; khi đó: 

|A:A; + B,B| 


1) Cos @ = cos(Ay; A¿) = : 
VA? +B} rr +B 


3) AiL As AiA¿+ BỊB;¿ =0 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Trong các mệnh đề sau, mệnh để nào đúng? 
a):Côsin của góc giữa hai đường thẳng a, b bằng côsin của góc giữa 
hai vectơ chỉ phương của chúng; 
b) Nếu hai đường thẳng A và A lần lượt có phương trình px + y + m = 0 


5 2 
và x+ py+n =0 thì: can (áyA) = -ET; 
p + 


ca. 
e) Trong tam giác ABC ta có: cosA = cos (aa .AOC], 


đ) Nếu ọ là góc giữa hai đường thẳng chứa hai cạnh AB, AC của tam 


2 2 2 
giáo ÄN th: sóng vi HE t {S: 
2AB.BC 
e) Hai điểm (7; 6) và (-1; 2) nằm về hai phía của đường thẳng y = x. 
Giải 


e Các mệnh đề đúng: b, c, e 
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e Các mệnh đề sai: a, d 
Bài 2. Cho ba điểm A (4; -1); B (-3; 2); C (1; 6). Tính góc BAC và góc giữa 
đường hai đường thẳng AB, AC. 


Giải 
_> _> 
Ta có: AB(-7 ;3) ; AC(-3 ; 7) 
Hỏi (* £) AB-AC ~7(~8) + 3.7 21 
Cos = cos ; AC |= Z.. —nnninSr=mt = >— 
[lláo[ vd-??+zV-32.2 2 
= BAC x43936' Š 


Do các đường thẳng AB, AC lần lượt có các vectơ chỉ phương là 
=> > _=> —> —- 
AB,AC mà (ãô: 2©) < 90° nên (AB, AC) = (A A©) ~43°36' 


Bài 3. Viết phương trình đường thẳng song song và cách đường thẳng 
Ax + By + C =0 một khoảng bằng h cho trước. 
Giải 
Gọi M (x;y) là điểm cách đường thẳng A: Ax + By + C= 0 một khoảng là 
h 
|Ax+By+C| _ |Ax+By«+C| 
————— ©:“ =h 


vVA? +B? vVA?+B2 


NI SIM A?+B°=0 () 


= d(M;A)= 


Ax+By+C-hVA?+B=0 (2) 
Vậy tập hợp các điểm M là hai đường thẳng song song với đường 
thẳng đã cho có phương trình (1) và (2) 
Bài 4. Cho 3 điểm A (3 ; 0); B (-Bð ; 4) và P (10 ; 2). Viết phương trình 
đường thẳng đi qua P đồng thời cách đều A và B 
Giải 


Gọi A là đường thẳng qua P và có vectơ pháp tuyến là n(a; b) 

= A có phương trình: a(x — 10) + b(y - 2) =0 

hay ax + by - 10a — 2b =0 

Để A cách đều A và B thì: 
d(A; A) = dŒ; A) 

. |-7a - 2b| |-15a + 2b| 
va? +b? va? +b 
hạ -b=0 () 

= 

a=0 (2) 

Với a = 0, lấy b = 1 = (A) có phương trình y - 2 = 0 


©|-7a-2b| = |-15a + 2b| _ 


% 


Với 2a - b= 0, lấy a= 1b =2, do đó đường thẳng A là x + 2y -14=0 
Vậy đường thẳng cần tìm là: x + 2y - 14 = 0 hoặc y - 2 = 0 

Bài 5. Cho điểm M (2; 3). Viết phương trình đường thẳng cắt hai 
trục toạ độ ở A và B sao cho tam giác ABM là tam giác vuông cân tại 
đỉnh M. 

Giải 
Giả sử đường thẳng cắt Ox tại A; cắt Oy tại B. Như vậy bài toán đưa 
MA = MB 


về tìm A (a; 0) và B (0; b) sao cho (dà wồ) sat? 


_> — 

Ta có: MA <(a - 2; -3); MB(-2;b- 3) 

s MA = MB © (a - 2) + 9 = 4 +(b— 8)? 
©a?- 4a=bŸ-6b (1) 


—> 
° (m^, Mồ) = 90? œ -9(a - 2) - 3(b - 3) =0 


Ả© 2a + 3b - 13 =0 (2) 
Từ (1) và (2) ta có hệ øˆ ~ân =' ~8h ô nghiệ 
V a có hệ : vô nghiệm 
2a + 3b - 13 = 0 h 
Vậy không có đường thẳng nào thoả mãn điều kiện bài toán 
Bài 6. Cho hai đường thẳng A¡: x + 2y — 3 = 0 và A;: 3x - y + 2 = 0. Viết 
phương trình đường thẳng A đi qua P (3; 1) cắt Aạ, A;z ở A, B sao cho A 
tạo với A¡ và A; một tam giác cân có cạnh đáy là AB 
Giải 
Gọi n(A; B) là vectơ pháp tuyến của đường thẳng A cần tìm: 
Do A cắt Ai, A; ở A, B tạo thành một tam giác cân có đáy là AB 
=(A,AI) =(A,A¿) 


|A + 2B| |aA - BỊ 
© —— -= -= 
jB(A?+B?)  ho(A?+B°) 
« J2|A+2B| = |3A-B| kim TẾ —t 
“|A=(t-#2)B 


Cho B = 1 thì A=1+ 42 
Vậy đường thẳng A cần tìm có phương trình là: 
(+ v2)(x- 3) + (y~— 1) =0 và (1- V2) (x~ 3) + (y~— 1) =0 
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III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 7. Cho ba điểm A (2; 0); B (4; 1); € (1; 2) 
a) Chứng minh rằng A, B, C là ba đỉnh của một tam giác 
b) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A 
c©) Tìm toạ độ tâm I của đường tròn nội tiếp tam giác ABC 


Bài 8. Biết các cạnh của tam giác ABC có phương trình: 
AB:x-y+=0 , BC:3x+ðy+4=0 , AC: 7x+y - 12 =0 
a) Viết phương trình đường phân giác trong góc A . ‹ 
b) Không dùng hình vẽ hãy cho biết gốc toạ độ O nằm trong hay 
ngoài tam giác ABC 
Bài 9. Xác định các giá trị của a để góc tạo bởi hai đường thẳng 
h =2+at 


(teR) và 3x+4y + 12=0 bằng 45° 
y=l-2t- K 


Bài 10. Cho tam giác ABC có. đỉnh A (3) Hai đường phân giác trong 


tại đỉnh B và C lần lượt có phương trình x - 2y - 1 = 0 
và x + 3y - 1 =0. Viết phương trình cạnh BC của tam giác. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 7. 


—~ = —~ —~ 
a) Ta có: AB = (2; 1), AC(-1, 2). AB và AC không cùng phương. Do 
đó A, B, C không thẳng hàng và là ba đỉnh của một tam giác 
„ b) Phương trình đường phân giác góc A là: 3x — y - 6 = 0 


có n 8 
2+ v2 'a+J2 
Bài 8. 


a) Phương trình đường phân giác trong góc A là: 3x - y + 2 =0 
b) O nằm trong tam giác ABC 


Bài 9. Với a = : và a = - 14 thì A¡ và A; tạo với nhau một góc 4ð° 
Bài 10. Phương trình cạnh BC là: y + 1 =0 


§4. ĐƯỜNG TRÒN 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Phương tnh đường tròn (C) tâm I (a; b), bán kính R là: 
(x~— a)” + (y — b)? = R? 

2. Phương trình x” + yŸ + 2Ax + 2By + € = 0, với điều kiên A” + BỶ >»C, 
là phương trình của đường tròn có tâm I (-A; -B) và bán kính 
R=vJã*+EP =C 
3. Đường thẳng tiếp xúc với đường tròn khi và chỉ khi khoảng cách từ 
tâm đường tròn đến đường thẳng bằng bán kính của đường tròn. 
“——————=——-— 
Bài 1. Cho phương trình xŸ + yŸ + px + (p — 1)y =0 (1). Hỏi trong các 

mệnh để sau, mệnh để nào đúng? 

a) (1) là phương trình của một đường tròn 

b) (1) là phương trình của một đường tròn đi qua gốc toạ độ 

e) (1) là phương trình của một đường tròn có tâm J (p; p- 1) 


đ) (1) là phương trình của một đường tròn có tâm J [- : ;— ¬) và 


2 
có bán kính R = cap -2p+l 
Giải 
se Các mệnh đề đúng: a, b, d 
e Các mệnh đề sai: c 

Bài 2. Viết phương trình đường tròn (C) trong mỗi trường hợp sau: 

a) (C) có tâm I (1 ; 3) và đi qua điểm A (3; 1) 

b) (C) có tâm I (-2 ; 0) và tiếp xúc với đường thẳng A: 2x + y - 1 =0 

Giải 
a) Do (C) có tâm I (1; 3) nên (C) có dạng: 
(x— 1J + (y- 8 = R° 

Mặt khác: (C) đi qua A (3; 1) = (3 — 1+(1—3)”=R? © R”=8 

Vậy (C) có phương trình (x - 1) + (y - 3)? = 8 

b) Ta có khoảng cách từ I đến A là: 
|».(-2) + 0 - 1| 

2° +1 

Vậy đường tròn (C) có phương trình: ,„ (x+2)”+y°=5 
Bài 3. Tìm tâm và bán kính của các đường tròn (nếu có) cho bởi các 

phương trình sau: 

a) x? +y?— 9x - 2y — 9 =0; 


dụ, Ai = = V5 = bán kính của đường tròn R = dụ, a) 


b) xÃ+ y?— 4x — 6y + 2 =0 
e) 2x? + 2y? -5x— 4y + 1 + m =0 
Giải 
a) x?+y?— 2x— 2y — 2 =0 
Do A?+B?—Cx+=1?+12+2=4 
= Đường tròn có tâm I (1; 1) bán kính R =2 
b) x?+ y? - 4x — 6y + 2 =0 
Ta có: A? + B?~— C = 2? +3?~ 2 =11 
=.Đường tròn có tâm I (2; 3) bán kính R = V11 
c) 2x? + 2y? -5x— 4y +1+m°=0 , Ta có: 
xay mg 8-8m° _-8m°+33 
2 16 16 


= Đxeng tr cô tâm T  :1) bán kính R = --8m" +33 với mị</# 


Bài 4. Viết phương trình của đường tròn đi qua ba điểm M (1; - 2), 
'Nd;2),P(6;2) 
K uag 
Gọi (C) có phương trình x? + y? + 2Ax + 2By + C =0 là phương tình. 
đường tròn đi qua M,N ,P 
Do M, N, P nằm trên ( C) nên: 


2A-4B+C+B5=0 2A+O+B5=0 A=-a 
2A+4B+C+5=0 c© B=0 c© 4B=0 
10A + 4B + C+ 29 = 0 10A +C+29=0 C=1 


Vậy đường tròn ( C ) đi qua 3 điểm N, M, P có phương trình 

x2+y?—-6x+1=0 hay (x-3j2+y°=8 

Bài ð. a) Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ và đi 

qua điểm (2; 1) 

b) Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm (-1; 1) ; (1; 4) và 
tiếp xúc với trục Ox 

Giải 

a) Dơ điểm (2 ; 1) nằm ở góc phần tư thứ nhất, do vậy đường 
tròn đi qua (2 ; 1) và tiếp xúc với hai trục toạ độ chỉ tiếp xúc ở các 
điểm thuộc nửa trục Ox, Oy 
Gọi I (a, b) là tâm và R là bán kính của đường tròn cần tìm thì 
phương trình của đường tròn là: (x — a)” + (y — b)” = RỶ (a >0 ; b > 0) 
Do đường tròn tiếp xúc với Ox và Oy 
= |a| =|b|= R hay a = b =R 
Mặt khác đường tròn đi qua điểm (2; 1) nên: 
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g<1 

a=5ð 

se Với a=l: đường tròn có phương trình 
(x~ UÊ+(y- LỂ=1 


“.. 


e Với a =5 đường tròn có phương trình 
(x— B) + (y— 5)” = 95 
b) Gọi tC) là đường tròn cần tìm có tâm I (a; b), bán kính R 
= (C) cô phương trình (x — a)Ÿ + (y - b)” = R? 
Do (©) tiếp xúc với trục Ox = R=b 
= (C) có phương trình (x — a)” + (y — b)Ÿ = bŸ 
Do (€) đi qua hai điểm (-1; 1) và (1; 4) nên ta có: 


(1-a}! +(L-bŸ =b a? — 8a - 9b + 9 = 0 
4 © 
(L-a)” +(4- b)}” = bể a? -9a - 8b + 17 =0 


5 bxc 
48 se) . sàn) Kê 2 
— ụ = =—l 
aˆ-2a-2b+2=0 xÃ.Te. .. 3 ¡H a 
a=3 
5 
Với a = -1;b= — 
° 1a 2 


= Đường tròn cần tìm là: 
5Ì _25 

+UỶ+ ( - 3) =— 

“ 7 2 4 


5 
sVớia=3,b=— 
210 


= Đường tròn cần tìm là: 
(x- 3+ (z _= 


x=l+2t 


Bài 6. Tìm tọa độ các giao điểm của đường thẳng A : | D+$ 
y =“—. 


và đường tròn (C): (xT— 1)? + (y - 2)” = 6 
Giải 
Gọi M(x; y) là giao điểm của A và (C). 
Tọa độ giao đểm M của A và (C) là nghiệm hệ 


10I 


x=al+£2t x=l+2t x=l+2t 


y=-2+t ©$y=-2+t ©4y=-2+t 
(x-1Ê+(y-2=16  |4t?+(t-4)=16  |5t?-8t=0 Œ) 
t=0 
Từ (1 
)> ta 
5 
l x=l 
Vai to | = M(1;- 2) 
y=-2 
x3! 
s Với t=0=—= 5 - M(S:-) 
_+ŠC - vệ „8 
Ỷ 


Vậy tọa độ giao điểm của A và (C) là (1; —2) và (Š- ộ) 


Bài 7. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn x + y? =4 trong mỗi 

trường hợp sau: 

a) Tiếp tuyến song song với đường thẳng 3x — y +17 =0 

b) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng x + 2y — 5 =0 

e) Tiếp tuyến đi qua điểm (2; -2) 

Giải 

Ta có đường tròn (C ) có tâm I (0; 0), bán kính R =2 

a) Do tiếp tuyến (d) song song với đường thẳng 3x - y +17 =0 
= Phương trình tiếp tuyến d có dạng: 3x — y + c =0 (c z 17) 


Theo iài ta số: dd, đ)= Re “TL =2 = c=+2/10 


Vậy tiếp tuyến cần tìm là: 3x — y +24/10 =0 


b) Do tiếp tuyến A vuông góc với đường thẳng x + 2y — 5 =0 
= Phương trình A có dạng: 2x - y + D =0 
Theo bài ta có: 


dŒ; A) =R © B3 4n +2 j5 
d5 
Vậy tiếp tuyến cần tìm là: 2x — y +2\j5 =0 
e) Gọi A¡ là đường thẳng đi qua (2 ; -2) 
= Ai có dạng A(x- 2) + B(y+2)=0  (A?+B?z0) 
A; là tiếp tuyến của (C) © d(, A) = R 
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.„ F2A + 2BỊ -2A + 2B| 
Mưvra 
Nếu A=0>Bz0, ta có tiếp tuyến cần tìm la ý « 2= 
Nếu B=0—>Az#z0, ta có tiểp tuyến cần tìm là x- 2= 
Bài 8. Xét vị trí tương đối của đương thăng ^A và đương tròn (C) sau đây: 
(A)3x+y+m=0 
(C) x?+ y?— 4x + 2y + 1 =0 
⁄ Giải 
Ta có: (C) là đường tròn tâm ÏI (2; -1), bán kính R = 2 
Khoảng cách từ tâm I đến A là: 
|B-2+ 1D + mị- 


v3? +1? * 


s Nếu d(I; A) > R Ì5+m. » 210 = A không cắt (C) 
« Nếu d(I; A)=R© |5 +m. » 2/10 = A tiếp xúc với (C) 
« Nếu d(1; A)< R© Ì5+m. » 2410 = A cắt (C) 
Bài 9. Cho hai đường tròn 

(C): x?+ y?®+ 2x + 2y — 1=0 và (C):x?+y?- 2x + 9y—-7=0 
Tìm toạ độ các giao điểm của hai đường tròn đó. 

Giải 
Toạ độ giao điểm của hai đường tròn ( nếu có ) là nghiệm của hệ 

m +y?+2x+2y-1=0 IPỜM 
Shin... 
x+y ¬2x+2y-7=0 


=2 © (A-Bj:A +HB «<:Ali=<0 


0 
0 


dd, A) = 


x°+y°-2x+2y-7 =0 


3 C, 
2m”: : x= 2 
LŠ x0 y.2:#n 
4 D 
Vậy tọa độ go điển la | S.â+ 9Ì: (-;-2z°) 
¡ĐI Ni 2 2 


III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 10.Viết phương trình đường tròn đường kính AB trong các trường 
hợp sau : 
a) A(7;-3 ) ;B(1;7) 
b) A €3 ; 2) ;B(7;-4) 

Bài 11. Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với các trục toạ độ và 
a) đi qua A(2; -1) 
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b) có tâm thuộc đường thẳng 3x - 5y - 8= 
Bài 12. Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm A (-1 ; 0), B (1 ; 2) 
và tiếp xúc với đường tháng x - y-1=0 


Bài 18. Cho đường tròn (C) : xŸ + y”— 6x + 2y + 6 = 0 và điểm A (1 ; 3) 
a) Chứng minh rằng A ở ngoài đường tròn 
b) Viết phương trình tiếp tuyến với (C) kẻ từ A. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 10. a) (x — 4) + (y - 2) = 34 
b) (xS— 2) + (y + LÝ = 34 
Bài 11. a) (x — 1) + (y + LỶ= 1 ;(x— 5) + (y + 5= 25 
b) (x + 4)2 + (y + 4)? = 16 ;(x— 1)” + (y + 1= 1 
Bài 12. Phương trình của (C) là : xÌ + (y -L)” =2. 
Bài 18. a) A nằm ngoài (C) 
b) Có hai tiếp tuyến A; :x-— l = 0 và A;: 3x +4y T— I5 =0 


§5. ĐƯỜNG ELÍP 
L TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


1. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm cố định F) và F¿ với FF¿ = 2c 
(c>0). 
° Đường elip (còn gọi là elip) là tập hợp các điểm M sao cho 
ME) + MF¿= 2a trong đó a là số không đổi lớn hơn c. 
e - Hai điểm F\ và F› gọi là các tiêu điểm của elip. Khoảng cách 2c 
được gọi là tiêu cự của của elip. Các đoạn thẳng ME) và ME; được 
gọi là các bán kính qua ‡?âu của điểm M. 
9. Phương trình chính tắc của elip là: 
+ Là 
=n “ah (a»b>0;bŸ= a?~ c?). 
8. Hình dạng của elip: Từ elip có phương trình chính tắc (1) ta co: 
e - Elip nhận cáè trục tọa độ làm các trục đối xứng và gốc tọa độ làm 
tâm đối xứng 
Elip cắt Ox tại hai điểm A; (-a, 0); A;(a , 0), cắt Oy tại hai điểm 
Bị (9, -b); B; (0, b). Bốn điểm đó gọi là các đỉnh của elip. Các 
đọan thẳng A;A; gọi là trục lớn, đọan thẳng B;B; gọi là trục bé 
của elip. 
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e - Tỉ số giữa tiêu cự và đó (1. trúc la của củi: gói là tâm sai, được 
TA n6 € F 
lí hiệu làe: e= — 
a 


Lưu ý: e < 1. 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN 


Bài 1. Cho elip (E) có phương tring chinh tắc = _ =1, Hồi trong các 


a" bế 
mệnh đề sau , mệnh đề nào đúng ? 
a) Tiêu cự của (E) là 2, trong đó c° = a” — bỂ; 


b) (Œ) có độ dài trục lớn băng 39a, độ dài trục bẻ bảng 2b ; 
e) (E) có tâm sai e = = h 
a 


đ) Tọa độ các tiêu điểm của (E! lá: F; (se, 0); F¿t(c, 0); 
e) Điểm (b,, 0) là một đỉnh cua eli: ‹Íˆ). 
Giải 
e Các mệnh để đúng :a,b, d 
e = Các mệnh đề sai : c, e 
Bài 2. Tìm tọa độ các tiêu điểm, các đỉnh; độ dài các trục lớn, độ dài các 
trục bé của mỗi elip có phương trình sau: 


è 2 tì 2 
X MÁ X.Y 2 2 
THAI ¡r TM Tuệ EÐ 2 4y? =4 
a) Sẽ" ấ - hư” ©) x+ 4y 
Giải 


a) Ta có: a? = 95 ;bÊ=4=c°<925- 4= 91 =c= ST 

Suy ra: Elip có các tiêu điểm F; (-v21;0); Fs( ⁄21;\ 

« - Blip có các đỉnh : A¡(-5 ; 0); A; (5; 0); Bị (0; -2); Bạ (0 ; 2) 

e  Elip có các độ dài trục lớn 2a = 10 ; độ dài truc bé 2b = 4 

b) Ta có :a2=9;bÊ=4—=a=3;b=9;c= va? - bề =vB 

Suy ra: 

e — Blip có các tiêu điểm: F;(-v5;0); Ê; (v5 ;0) 

se Elip có các đỉnh: Ai(-3;0); A;(3;0); B:(0 ;- 3); Bạ(0; 2) 
e - Elip có các độ dài trục lớn 2a = 6 ; độ dài trục bé 2b = 4 


©)x2+4y°=4  © T+y=l 
Suy ra: a? = 4;b?=l=a=2;b=lvà c= va? b“ - v3. Vậy: 
« — Elip có các tiêu điểm: F¿(-3;0), F; (V3;0) 


e - Elip có các đỉnh: A¡(- 2;0); A;(2;0) ; B¡ (0; -1) ; Bạ (0 ; 1) 
e - Elip có các độ dài trục lớn 2a = 4 ; độ dài trục bé 2b = 2 


Bài 3. Viết phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau: 
a) (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và tâm sai e = Š. 
b) (E) có độ dài trục bé bằng 8 và tiêu cự bằng 4; 


©) (E) có một tiêu điểm là F (3;0) và đi qua M qŠ) 


Giải 
Gọi phương trình chính tắc elip (P) là: 
x? 2 W - 
rủi (a>b>0) 
a) Theo bài ra ta có: 
=b -` b?=a?—c?= 16- 12=4 
-©- > =a —C= _ = 
* s2 c=2 
8 =2 
Yậy (0Ð có phường tình Lễ Lỗ xí 
ậy côp c4 '18Ẻ 47 
b) Theo bài ra ta có: ' 
b=8 b=4 
¿ = =— a? = bể + c? = 16 +4 = 20 
2c=4 c=2 
xì y 
Vậy elip (E) có phương trình chính tắc: b1, Vi 7. Bổ, 


e) Theo bài ra elip có tiêu điểm F (V3;0) =c= V3 ©c?=3. 
Mặt khác elip đi qua w[»Š] nên 


}k :3 3 
—=+—=l 4b? +3a? =4a”b? 
a?” 4b? -© iẾM g 
a”—b° =3 Tin 
4b? +9+3b? =4b?(3+b?) b?=l 
c© š >> 
a?=3+b? a!=4 
: ` x? y? 
Vậy elip có phương trình Tthn 


2 2 
Bài 4. Cho elip () : sa 


a) Tính độ dài dây cung của (E) đi qua một tiêu điểm và vuông góc với 
trục tiêu (đoạn thẳng nối hai điểm của elip gọi là dây cung của elip; 
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trục chứa các tiêu điểm gọi là trục tiêu của elip). 
b) Tìm trên (E) điểm M sao cho ME) = 2ME; trong đó F\, F¿ lần lượt 
là các tiêu điểm của (E) nằm bên trái và bên phải trục tung. 
Giải 
Ta có (E) có tiêu điểm F; (-2/2;0) ; F; (2/2;0) 
a) Đường thẳng (A) qua tiêu điểm F) và vuông 
góc với Ox có phương trình x = -2V2 y 
Gọi M,N là giao của (A) và (E) 
= Tọa độ của M, N là nghiệm của hệ 


x=-2/2 x=-2/2 
xÌ yÌ c 1 
——=it—= =d- 
1 : 3 X 


sS N(-2V3:~2); M(-2V2:2) 


Vậy độ dài dây MN là MN = Ì yụ ~ yạÌ = Š 


b) Gọi M (x ; y), từ công thức tính bán kính qua tiêu điểm, ta có: 
ME) = 2MF; © a + ex = 2 (a - ex) © 3ex = a 


=X . “ác mà 8 =9;c= va? -b? = V8 =2/2 
....Š 
32/2 4 
Thay x = => vào phương trình (E) ta có : 
: 3 1.7 M14 
X11 — ft. = 
9 s8 ° s 
Vậy có hai điểm thỏa mãn để bài là : 
M, ĐỂ, vn, và Mạ đế: _h 


Hài Ä § tì niệu su:lfc cầu thạc Dây 0 th sHNG 00D BE yên 
1957. Quỹ đạo của vệ tinh đó là một đường elip nhận tâm của Trái Đất là 
một tiêu điểm. Người ta đo được vệ tinh cách bề mặt Trái Đất gần nhất là 
583 dặm và xa nhất là 1342 dặm (1 dặm + 1,609 km). Tìm tâm sai của quỹ . 
đạo đó biết bán kính của Trái Đất xấp xỉ 4000 dặm. 

Giải 
Gọi tâm của Trái Đất là F; và giả sử quy đạo chuyển động của vệ tỉnh 
2 2 
có phương trình E + nà =1. Khi đó khoảng cách từ vệ tỉnh đến tâm 
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Trái Đất là d=a “x 
a 
Do -a<x<a mà a c<dđ<a«+c 


` a c=Bð83+R 
Gọi R là bán kính của Trái Đất thì : + 
(a+c=1342+R 


= 2c = 759 ; 2a = 1925 + 2R 

2c - 759 

2a 1925~8000 

Bài 6. Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm A chạy trên trục Ox, điểm B 
chạy trên trục Oy nhưng độ lớn đoạn AB bằng a không đổi. Tìm tập 
hợp các điểm M của đoạn thẳng AB sao cho MB = 2MA. 

Giải 

Giả sử A (b ; 0); B (0; e). Do AB = a không đổi = bỂ + c? = a? (*) 
Gọi M (x; y) là điểm : MB = 2MA; M thuộc đoạn AB = MB = -2MA 
Mà MB = (-x;c - y),MA =(b-x;-y) 


= tâm sai : e = x 007647 


—x=~—2(b— x) — 
Do đó : = | ta) 
c-y=-^(-y) c=3y 
Từ (*) và (**) ta được: 
2 2 
Šx? +(3y)? =a? © Hà +9y?=a? ĐH tất =1 
ặ 9 9 
Vậy tập hợp các điểm M của đoạn thẳng AB = a sao cho MB = 2MA là 
k4 + 
một elip (E) có phương trình : .> + nọ =1 
9.9 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 7. Lập phương trình chính tắc của elip (E) biết : 
a) A(0 ; - 2) là một đỉnh và F (1 ; 0) là một tiêu cự của (E) 


b) Tiêu cự bằng 6, tâm sai bằng : 
©) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là: x= #4; y= +3 
2 
Bài 8. Tìm những điểm trên elip (Œ): T +y?=1 


a) Có bán kính qua tiêu điểm trái bằng 2 lần bán kính qua tiêu điểm phải 
b) Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông 
e) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc 60”. 
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lài 9. Cho elip (E) có phương trình ‹ th: =1 
a) Xác định m để đường thắng (0ì v=x+m vi (ÊE! có điểm chung 
b) Viết phương trình đường thăng ! 1%) cái qua M (1 ; 1) và cắt (E) tại 
hai điểm A và B sao cho M là trung điểm của doan thẳng AB 


V. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 


lài 7. a) Phương trình chính tắc của elip: = + Ỷ =l 
2 
bị phướng trệnh: thính Xếcđã: Š_+Š_ = 
) phương trình chín s“ớ M.] 
Š `. xt v` 
e) Phương trình của elip là: Tổ + '¬#g } 
Sa à La 8 38 ,-v7 
lài 8. a) Có hai điểm cần tìm: ;—= | ¡ Ế :—= 
Ế 28] 2/2 s8) 


b) Có 4 điểm cần tìm: 
la 1 Ì:|$§- 1LÌỤ (-8/? 1 |: 
2/2'2/2) ` (\2/2' ] '| 2 '2J2 | 2/2 '28] 
e) Có bốn điểm cần tìm: : 
(lễ:sz 2J2'2/8) ' | 2/2 '2#ø) '( 3/2 `2§ 
lài 9. 
a) Với -V13 < m < V18 thì (D) và (E) có điểm chung. 
b) Đường thẳng (A) : 4x + 9y - 13 = 0 


$6. ĐƯỜNG HYPEBOL 


L TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


. Trong mặt phẳng, cho hai điểm cố định F;F¿ có khoảng cách FF¿ = 2c 
› > 0). Đường Hypebol (còn gọi là Hypebol) là tập các điểm M sao cho 
MF, - ME,| = 2a trong đó a là số dương không đổi nhỏ hơnc.  ' 
e - Hai điểm F\, F; gọi là các tiêu điểm của Hypebol. Khoảng cách 
FIF¿ = 2e gọi là tiêu cự của hypebol. Các đoạn thẳng ME) và ME; 
gọi là các bán kính qua tiêu của điểm M. 
. Phương trình chính tắc của hypebol : 
xì yï 


ah 


y 
-*l trong đó b=c?-a? (1) 


3. Hình dạng của hypeBol : 

Với hypebol có phương trình (1) ta có : 
«  Hypebol nhận gốc tọa độ O làm tâm đối xứng và hai trục Ox, Oy 

làm hai trục đối xứng. 

Hypebol cắt Ox tại hai điểm và không cắt Oy. Khi đó trục Ox (trục 
chứa tiêu điểm) gọi là trục thực, trục Oy gọi là trục ảo. Hai giao điểm 
với trục Ox gọi là hai đỉnh của hypebol. Khoảng cách giữa hai đỉnh 
(bằng 2a) gọi là độ dài trục thực, 2b gọi là độ dài trục ảo.  ” 
e Tỉ số giữa tiêu cự và độ dài: trục thực gọi là tâm sai của hypebol. 


Ký hiệu: e = Gỗ 

a 

Lưu ý : Tâm sai &> 1 
e _ Hình chữ nhật tạo bởi các đường thẳng x =+a, y = +b gọi là hình 


chữ nhật cơ sở của hypebol. Hai đường chéo của hình chữ nhật cơ 
SỞ gọi là hai đường tiệm cận củá hypebol. Phương trình hai tiệm 


b 
cận là : y = tr x 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN 
Bài 1. Cho hypebol (H) có phương trình chính tắc Ã;_-Ÿ- =1. Hỏi 
trong các mệnh để sau mệnh đề nào đúng? 


a) Tiêu cự của (H) là 2c, trong đó c? = a” + bỶ. 
b) (H) có độ dài trục thực bằng 2a, độ dài trục ảo bằng 2b. 


e) Phương trình hai tiệm cận (H) là y = tạx 


d) Tâm sai của (H) là e==>1 


_ Giải 
‹e Các mệnh để đúng là : a, b, d 
e Các mệnh để sai là : c 
Bài 2. Tìm tọa độ các tiêu điểm; các đỉnh; độ dài trục thực, trục ảo và 
phường nình các tiệm cận của hypebol có phương trình sau: 


y? x? y? 2 
e S-Š ĐI” e) x?—9y =9 
Giải 
a) Ta có: a2 = 9,b?=4>a=3,b.=2,c =va? + b = 
Vậy hypebol có: 


» _ Tọa độ các tiêu điểm: F (—v13;0) ; F; (V13;0) 
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e - Các đỉnh: Ai(-3;0);A; (Gì -U) 


e - Độ dài trục thực: 2a = 0: dó lái trac áo Oh < { 
se - Phương trình các tiệm cản y : X 
2 2 
b) LG: Ty =8? =9 :bP= 16 ¬= a =2 :b=4và c= va? + bể =5. 
Vậy hypebol có: 
se - Tọa độ các tiêu điểm: F- 5.0); F5 ;0) 


e - Các đỉnh: A¡(-3;0); A;(3;0) 
e Độ dài trục thực: 2a = 6 ; đỏ dai trục ảo: 9b = 8 


se Phương trình các tiệm cân: y - tˆx 
x" yÌ Ñ 
c) x-9y°=9 >—-—=l 
` 9 1 
= a°=9,b?= 1suyraa=3,b=1và e= v9 +1 = v10. 


Vậy hypebol có: 

e - Tọa độ các tiêu điểm: F¿(- 3;0) ;F›(3 ;0) 

e - Các đỉnh: A¡(-3;0); A; (3 ;0) 

e - Độ dài trục thực: 2a = 6; độ dài trục ảo: 2b = 2 


: ' 1 
e Phương trình các tiệm cận: y = tx 


Bài 8. Cho đường tròn (C) tâm F\, bán kính R và một điểm Fz ở ngoài 


(C). Chứng mỉnh rằng tập hợp tâm các đường tròn qua F¿, tiếp xúc 
với (C) là một đường Hypebol. Viết phương trình chính tắc của 
Hypebol đó. . 


Giải 
ø Gọi (C') là đường tròn tâm I đi qua F; và tiếp xúc với (C) 
+ Nếu (C) và (C') tiếp xúc ngoài với nhau thì: 
IF:= R+ TF¿ = IF\ - ÏF; = R 
+ Nếu (C) và (C') tiếp xúc trong với nhau thì: 
TF4= IF¿T— R = IF; - IF; = R 


Như vậy I là tâm đường tròn qua F; và tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi ' ' 


|IF — IF¿| = R không đổi 
Vậy tập các điểm I là hypebol nhận F;, F; làm tiêu điểm, độ dài trục 


? 


;hực bằng R có phương trình: + =——— =1 
(RỶÏ (##£-R 
| Nha 
\2 — 9 


1III 


Bài 4. Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) trong mỗi trường hợp sau: 
a) (H) có một tiêu điểm là (5 ; 0) và độ dài trục thực bằng 8 
b) (H) có tiêu cự bằng 2 V3, một đường tiệm cận là y = 2x 
e) (H) có tâm sai e = V5, đi qua điểm (V10 ; 6) 
Giải 
2 2 
Phương trình chính tắc của hypebol (H) có dạng : + - Hà =1 
a) Do (H) có một tiêu điểm là: (5 ; 0) và độ dài trục thực bằng 8 nên 


.. EPS-< .Wfydga#ss6-lðzb 
2a=8 a=4 


tì 2 
= (H) có phương trình chính tắc TT =1 
b) Do (H) có tiêu cự bằng 2/3, một đường tiệm cận là y = 2 
rễ 5 ;_ 27 
2e = 243 c=v3 [|a? + b? =8 lở ST] 
=Íb 29 c = c© 
T=ã 8b = 2a 9b* = 4a? - 
a 3 18 
x? y? 
= (H) có phương trình chính tắc: Z-—Íg = 
18 18 
e) Do (H) có tâm sai e = v5, đi qua điểm (V10;6) nên suy ra: 
-=vỗ À c? =5a? b? =4a? a2 =1 
© = ©° 
10 36 _ dì o Tên àát sa 
7 An Ômg a* b a^” 4a 


ạ 3 tì 
Vậy phương trình chính tắc của (H) là : ơn 


Bài 5ð. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ một điểm tùy ý trên 
hypebol đến hai đường tiệm cận của hypebol là một số không đổi. 
Giải 
2 2 


Xét hypebol (H) : Ấ; - Ï- = 1. Hai tiệm cận của (H) là : 


b 
kh... hay -#=0 h tá tựa-Šg hay *Š+Ï =0 
a a a b 


b 
- Điểm MG ; yo) e(H) © Ấ%-Ýt =1. Khi đó: 
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Xụ _ Ÿo Xu „_ Ÿo Xọc ~ VY 
% BỊ 8 b a? bể 1 a”b? 
d(M,A,).d(M,A,) = = = vZ... 
H802 kg 2 1 Jl 1T 1" 1,1 a*+b 
2” Nà E a b a“ bề 


không đổi. 
3ài 6. Trong mặt phẳng tọa độ cho hai điểm F,(—V2;-/2) và F,(/2; V2). 
Chứng minh rằng với mọi điểm M(x ; y) nằm trên đồ thị hàm số 
y = ta đều có: ME? =x+S.+ 8 ; MP2 =œ+Š - V8 
Từ đó suy ra |ME, - ME,| = 2/2 
Giải 
Gọi Míx ; y) là điểm thuộc đỏ thị hàm số y = = MGœ;Š) (với x0) 


Ta có: ME, = (-V5 -x;~ 5 - }) , ME, =(V2-x; “E-) 
x x 


2 
= ME? = c8 —xử +(-vZ- `) 
x 
2 
=2+lBxrsso+ 2 2 v1 = (x+ 2 ¿ J8) 
NT x 
2 
ME” = (v5 - s# + [vẽ - 
x 
2 
=2-0Bxatve- vs (x+ - ?) 
x x x 
Do đó ME) = x+e + ; ME¿= xe V8 


s‹ Nếux>0= ME, ~ ME, = x + + vỗ - [x + ~ V8)~ #8 
xã 


s Nếux<0 = ME, - ME, = -x + Š - Võ -(-x - Š + V8) = -8V8 
x x 


Vậy với Vx #0 ta có : |MF, - ME,| = 2/2 (đpcm). 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
lài 7. Lập phương trình chính tắc của hypebol (H) biết: 


a) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là x = tổ ;y=‡11 


b) Một tiêu điểm là (- 10 ; 0) và phương trình của đường tiệm cận là 
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4 


y=t2 
3 
e) (H) đi qua N@6 ; 3) và ". giữa hai đường tiệm cận bằng 60°. 
Bài 8. Cho hypebol (H) : —-~ #=#1. Gọi Fị, F¿ là các tiêu điểm và A¡, 


E b? 
A; là các đỉnh của (H).. M là điểm tùy ý trên (H) có hình chiếu trêr 
Ox 
là N. Chứng minh rằng: 
a) OM? - ME, ME, =a?-b? 
b) (ME, + ME,)” = 4(OM? + b?) 


e) MN? =° .ÑA, -ÑA, 
a 


Bài 9. Tìm trên hypebol (H): 4x? - y? ~ 4 = 0 
a) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc vuông 
b) Có tọa độ nguyên. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 


a) a= 


toi 


b) (H) có phương trình Š 
e) Phương trình (H) : 
Bài 8. Gọi MŒx;y) e (H) 
. 
a) OM? - MF¿¡. MF;= ND dưng 
` 2 
b) (ME, + ME,)” = 4(OM? + bˆ) = 4a? + 4b? .ờ 
2 — — 
e) MN? = y?= NA, ÑA,. 
Bài 9. a) Có bốn điểm thỏa mãn: 
(2-&} (%:&) (&:#) (#8) 
v5`⁄8J” \J5° vs)" (5° ýg)' (J5 vg 


b) Có hai điểm cần tìm : (1 ; 0) và (- 1 ; 0) 
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§7. ĐƯỜNG PARABOI, 


I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


¡ : 
.1. Trong mặt phẳng cho điểm F cö định và mót đường thẳng A cố định 
không đi qua F. Tập các điểm M có lhoảng cách đến F bằng khoản, 
cách từ nó đến A được gọi là đương parabol (hay parabol). 
« - Điểm F được gọi là tiêu điềm của parabol 
« Đường thẳng A được gọi là đường chuẩn của parabol 
se Khoảng cách từ F đến A :d(F; A) = p được gọi là tham số tiêu 
của parabol. 
9. Phương trình chính tắc của parabol: yŸ = 2px trong đó p > 0. Khi đó 


parabol có đường chuẩn: x = - 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
Bài 1. Trong các mệnh đề sau, mệnh đẻ nào đúng? 
a) y” = - 2x là phương trình chỉnh tắc của parabol. 
b) y = x” là phương trình chính tác của parabol. 
e) Parabol (P): yŸ = 2x có tiêu điểm F(0,5 ; 0) và có đường chuẩn 
A:x+0,j5=0 
đ) Parabol: y? =2px (p > 0) có tiêu điểm F(p ; 0) và có đường chuẩn là 
A:x+p=0 
Giải ` 
e Các mệnh đề đúng: c 
e Các mệnh đề sai: a, b, d 
Bài 2. Viết phương trình chính tắc của parapol (P) trong mỗi trường hợp 
sau: 
a) (P) có tiêu điểm F(3 ; 0) 
b) (P) đi qua điểm M(I ; - 1) 
e) (P) có tham số tiêu là p = h 
Giải 
Phương trình chính tắc của parabol (P) là : yŸ = 2px. 
a) (P) có tišu điểm F(3 ; 0) — s"3p=6 


Vậy parab‹.l có phương trình: y? = 12x 
b) (P) đi qua điểm M(I ; - 1) = 1= 2p = p= 


2| 
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Vậy parabol có phương trình: y? = x. 
e) (P) có tham số tiêu là p = h , 


=Parabol (P) có phương trình y° = 2x 


Bài 3. Cho parabol y? =2px. Tìm độ dài dây cưng của parabol vuông góc 
với trục đối xứng tại tiêu điểm của parabol (dây cung của parabol là 
đoạn thẳng nối hai điểm của parabol). 

Giải 
Gọi A là đường thẳng qua tiêu điểm 


r(5:0) và vuông góc với trục Ox 


> A có phương trình x“. 


Gọi M, N là giao điểm của A với Parabol (P) 
= Tọa độ M, N là nghiệm của hệ: 


_ ~_ 
x P] + x 9 
y? =2px y=‡p 
M|E;p |; NỈP:- ) 
gi (5 P) dời ay 
Vậy độ đài dây cung MN là |y„ - yụ| = |p - (—p)| = 2p 
Bài 4. Cho đây cung AB đi qua tiêu điểm F của parabol (P). Chứng minh 


rằng khoảng cách từ trung điểm I của dây AB đến đường chuẩn của 
(P) bằng 2AB. Từ đó nhận xét gì về đường tròn đương kính AB. 


: Giải : 
Gọi A', B), V là hình chiếu của A, B, I lên đường chuẩn A 
K là giao của đường chuẩn và Ox 
Xét hình thang ABB'A' 
Do I là trung điểm của AB, 
nên TF là đường trung bình, nên: 
d;A) = II' = 2 (AA + BB)) 
Mặt khác A, B thuộc parabol (P) 
và AB đi qua tiêu điểm F của parabol, 
nên: AA' + BB = AF + BF = AB 


Vậy d(1, A)= 2AB 
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Suy ra đường tròn đường kính 
AB tiếp xúc với đường chuẩn A 
Bài 5. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm F (1 ; - 2). Tìm hệ thức 
giữa x và y để điểm M(x ; y) cách đều điểm F và trục hoành. 
Giải 
« Ta có: ME =(1-x;-2- y) => ME, = \(1- x)” + (~9- y)” 


» - Khoảng cách từ điểm M đến trục Ox là d(M,Ox) = |y| 
Theo bài ra ta có: j(1- x) +(-2- y} =l|y| 


© 1+x-2x+4+4y+y°=y ` œ© 4y=-x +2x-5 


2 
xao S3 là 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO 

Bài 6. Xác định tham số tiêu, tọa độ đỉnh, tiêu điểm và phương trình 
đường chuẩn của các parabol có phương trình sau: 

a) y” = 4x ÿ b) 2y — x =0 
Bài 7. Lập phương trình chính tắc của parabol+£P) biết: 
a) Tiêu điểm F(I1 ; 0) 
b) (P) nhận đường thẳng D: x=- 2 là đường chuẩn . 
e) Một dây cung của œ®) vuông góc với trục Ox có độ dài bằng 8 và 
khoảng cách từ đỉnh O của (P) đến dây cung này bằng 1. 

Bài 8. Cho parabol (P) có phương trình: yŸ = 2px (p > 0) và đường thẳng 
A đi qua tiêu điểm F của (P) và cắt (P) tại hai điểm M và N. Gọi 
œ=(Œ;EM) (0< ơœ<m) 

a) Tính FM, FN theo p và œơ 
b) Chứng minh rằng khi A quay quanh F thì mm + FR không đổi. 

Bài 9. Cho parabol (P): y? = x và hai điểm A(1 ; - 1) , B(9 ; 3). Gọi M là điểm 
thuộc cung AB của (P) (phần của (P) bị chắn bởi dây AB). Xác định vị trí 
của M trên cung AB sao cho tam giác MAB có diện tích lớn nhất. 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 6. a) Ta có: 2p = 4 = p = 2. Vậy parabol có: 
se Tham số tiêu: p = 2 
e - Tọa độ đỉnh: O(0 ; 0) 
e - Tiêu điểm F(1 ;0} 
e Đường chuẩn: x + 1 =0 
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b) Ta có: 2y? -x = 0 = y? ~5x22p =2 n2. Vậy parabol có: 
e Tham số tiêu: p= ñ ; Tọa độ đỉnh: O(0 : 0) 
e Tiêu điểm FG: 0) ; Đường chuẩn: x + § =0 


Bài 7. Phương trình chính tắc của parabol (P): y? = 2px 
a) F(1;0) => 5 =1 ©p =2 = phương trình (D) là yŸ = 4x 
b) yŸ = 8: : 
c) Từ giả thiết và do (P) nhận Ox là trục đối xứng nên (P) đi qua điểm 


(1; 4) suy ra p = 8. Phương trình của (P) là: y? = 16x. 
Bài 8. 


a) ME= P ;NF= P 
1— cosœ l1+cosœ 


1 1 2 ệ 
FM'FN” = không đổi. 
- Bài 9. M(I ; 1) tnì diện tích tam giác MAB có giá trị lớn nhất. 


b) 


§8 . BA ĐƯỜNG CÔ NIC 


I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 


2 2 
1. Cho elip có phương trình ch.nh tắc E2: (a>b>0) 


Đường thẳng A,: xi =0 gọi là đường chuẩn của elip, ứng với 
tiêu điểm F§(- c ; 0). 
se Đường thẳng A,: x KS. =0 gọi là đường chuẩn của elip, ứng với 


tiêu điểm F¿(c ; 0). 
Suy ra: Với mọi điểm M nằm trên elip ta có: 


_M ME, _ 
ảMa) 06A). .0 


2 2 
9. Cho hypebol có phương trình chính tắc _ - na =1. Khi đó: 
s . Đường thẳng A,: x +3=0 gọi là đường chuẩn của hypebol, ứng 
e 
_ với tiêu điểm F\(- c ; 0). 
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« Đường thẳng A,: x- — gọi là đường chuẩn của hypebol, ứng 
e 


với tiêu điểm F¿(e;0). Suy ra: 

MP, — ME, 
d(M,A,) đ(M,A,) 
3. Trong mặt phẳng cho điểm F cố định và một đường thẳng A cố định 


Với mọi điểm M nằm trên hypebol ta có: =e(e > 1) 


không đi qua F. Tập các điểm M có tỉ số am” e (e là số dương 


không đổi) được gọi là một đương cônic. 
Điểm F gọi là tiêu điểm, A gọi là đường chuẩn và e gọi là tâm sai của 
đường côn¡c. Suy ra: 

e - Elip là đường cônic có tâm sai e < 1 

e - Hypebol là đường cônie có tâm sai e > 1 

e_ Parabol là đường cônic có tâm sai e = 1 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN 


Bài 1. Xác định tiêu điểm và đường chuẩn của các cônic sau: 
3 2 


2 2 2 
?=14 : BŠ+J =1 : Sa] 
.ỹ : }16*' ` vế" 1 
Giải 
a) y” =14x là một parabol có p = 7 


= đường cô nic có tiêu điểm FC;0) , và đường chuẩn x + h =0 
2 2 
b) Đường cônic Tổ + _ =1 là elip có a? = 10, b? =7 = a = v10, 


b= Vĩ? và c= va? -b° = v3. Vậy đường cônic có hai tiêu điểm là 
F,-v3;0), F,(V8;0) và hai đường chuẩn tương ứng là 

10 10 
x†+i—==Ũ và x-—==0Ô. 


3 v8 
2 2 
©) TT là hypebol có a? = 14, b?= 1 = e= va? +b° = V15 
Vậy cônic có hai tiêu điểm là F,(-/15;0), F,(/15;0)và hai đường 


14 14 
chuẩn tương ứng là x+-—= 0 và x--— =0. : 
Sử v15 v15 ñ 


Bài 2. Cho đường thẳng A: x + y - 1 = 0 và điểm F(1 ; 1). Viết phươn, 
trình của đường cônic nhận F là tiêu điểm và A là đường chuẩn trong 
mỗi trường hợp sau: 
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a) Tâm sai e= 1 b) Tâm sai e = V2 ©) Tâm sai e = 


Giải 
: . : : ` dua... — 
a) Gọi M(x ; y) là điểm thuộc đường cônic. Khi đó: 3M.” 


2JA-U tớ Dị © \j(x-1)”+(y-1 = 
x+ y -1| 
⁄2 
&© (x2 +1~2x + y? +1- 2y).2 = x? + y? +1 + 2xy - 2y - 2x 
© x? - 2xy + y? - 2x T— 2y +3 =0 


NT he \(-~ 1 + (y~1)2 
d(M,A) — Jgey-HI - 
v2 


%-PF+G-~1Ẻ =|x+y 1| 


x?-2x+1+y?-2y+1=x? +y? +2xy - 2x- 2y +1 


|x + y —1| 
⁄2 


b) Ta có: 


= 
= 

= 2xy-1=0 
MF TC 1)? + (y — L _ 


d(M,A) |x+r -1| 42 


2 
© J«- UẺ + (y - UP _= œ4[(x- J+(y-1']=@œ+y~1 


© 8x? + 3y? - 2xy - 6x - 6y +7 =0 


c) 


II. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 3. Viết phương trình của các đường cô nic trong mỗi trường hợp sau: 
a) Tiêu điểm F(3 ; 1), đường chuẩn A: x = 0 và tâm sai e = ¡. 
b) Tiêu điểm F(2 ; - 5), đường chuẩn ứng với tiêu điểm F là A: y = x và 
tâm sai e = 2. 
e) Tiêu điểm F(- 3 ; - 2), đường chuẩn ứng với tiêu điểm F là 
A: x - 9y + 1 =0 và tâm sai e =3. 

+ 2 

Bài 4. Cho elip (E) có phương trình HT” =1 (a>b>0) và một 
đường thẳng đi qua tiêu điểm F(c ; r cắt (E) tại hai điểm A, B. Chứng 
minh rằng đường tròn đường kính AB không có điểm chung với đường 


chuẩn: x = : của (E). 
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2 2 
Bài 5. Cho hypebol (H); ;--#— =1 và F(c ; 0) là một tiêu điểm của (H). 
` a 


2 bŸ 
Một đường thẳng qua F và cắt (H) tại hai điểm A, B. Chứng minh 
rằng đường tròn đường kính AB cắt đường chuẩn: x= Ê của (H). 
e 


Bài 6. Cho A, B là hai điểm trên parabol (P): y? = 2px sao cho tổng các 
khoảng cách từ A và B tới đường chuẩn của (P) bằng độ dài AB. 
Chứng minh rằng AB luôn đi qua tiêu điểm của (P). 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 3. a) y? - 6x — 2y + 10 =:0 

b) x” + y” - 4xy + 4x - 1Oy — 29 = 0 

e©) 2x” — 7y? + 12xy + 29x + 32y + 62 =0 
Bài 4. Gọi I là trung điểm của AR; A', B', I là hình chiếu của A, B, I trên 

2 
đường chuẩn (Dạ): x = ¬ 
Ta có: AB = AF +BF =e.AA'+e.BB' 
=e(AA'+BB)< AA'+BB' =2II (doe<l1) 

Suy ra điều phải chứng minh. 

Bài 5. Làm tương tự như bài 4 ta cũng được 
AB = e (AA' + BB) > AA' + BB' = 2l. 
2? 

Vậy đường tròn đường kính AB luôn cắt đường chuẩn (D;): x = _ ứng 

với tiêu điểm Ft(c ; 0). 
Bài 6. Ta có : A, B c(P) = AF = d(A,(D)) = AA' ; 

BEF = (B,(D)) = BB'. Suy ra AF + BF = AA' + BB` = AB 
Vậy A, B, F thẳng hàng hay AB đi qua F. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG III 


LTÓM TẮT LÝ THUYẾT . 


1. Các định nghĩa: : 
a) Vectơ pháp tuyến n của đường thẳng A : nz0, giá của n vuông 
góc với A. 

Vectơ chỉ phương u của đường thẳng A : u # Ũ, giá của u song 
song hoặc trùng với A. 
b) Elip : là tập hợp các điểm M thỏa mãn MF; + MF;= 2a 
(FJF¿=2c,0<c<a) 
Hypebol : là tập các điểm M thỏa mãn |MF; _ ME) =2a 
( F/F¿ = 2c,c >a >0) 
Parabol : là tập các điểm M thoả mãn ME = d(M;A) 
(dŒ;A)=p>0) 
Đường cônic : là tập các điểm M thỏa mãn b-HỈ =e>0. Nếu 
d(M;A) 
e<1 thì đường cônic là elip, e = 1 thì cônic là parabol, e > 1 thì cônic 
là hypebol. 

2. Phương trình các đường: 

a) Phương trình đường thẳng : 

® Dạng tổng quát : Ax + By + C =0( A?+ B? #0), n(A; B) là 
véctơ pháp tuyến. 
xX=Xx,+at 


(teR,a?+b? #0), u(a ; b) là 
y =y,+bt 


® Dạng tham số : | 


véctơ chỉ phương 


e Dạng chính tắc : “—”s = _ (a#0, bz 0), u(a ; b) là véctơ 
a 
chỉ phương. 
b) Đường tròn : 
® Đường tròn tâm I(a ; b) bán kính R là : (x — a)? + (y — b)° = RẺ. 
® Phương trình x? + y? + 2Ax + 2By + C =0 với A? + B? ~C > 0 là 
phương trình đường tròn có tâm I(—A ; -B) và có bán kính 


R=vA?+B?-C 


e) Phương trình ba đường conic : phương trình chính tắc của : 
2 2 
+ Elip : ri (a>b >0) ; a2~ bề = c? 
a : 


122 


D 2 
® Hypebol : z1 (a?+ b?= c?) 


® 
c. 


® Parabol : y°= 2px (p > 0) 
3. Khoảng cách và góc : 
a) Khoảng cách giữa 2 điểm Mx;; yạ), N(x;; kế là 
MN= ((x; - x,)? +(y; - yụ) 


b) Khoảng cách từ điểm M(x,, y„) đến đường thẳng A : Ax + By+ C = 
|Ax, +By, + d 


vVA?+B? 
€) Đường thẳng A : Ax + By + C = 0 tiếp xúc với đường tròn (I ; R) khi 
và chỉ khi d(I, A) = R. 
đ) Cosin của góc giữa hai đường thẳng : 
Ai: Ax+Biy+Ci=0 ; A¿: A¿x + Bạy + C; =0 là 
= |A¡A; * B,B,| 


co5( Ấn, Á¿)= : 
\JA? + B .|A? + B‡ 


0 là d(M, A)= 


II. BÀI TẬP CĂN BẢN. 
A. CÂU HỎI TỰ KIỂM TRA 
Câu 1. Cho biết tọa độ hai điểm A và B.. Làm thế nào để : 
a) Viết phương trình đường thẳng qua A, B ? 
b) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm C(%;; yọ) và vuông góc 
với AB? 
e) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (x — xo} + (y — yo)? = R, 
biết tiếp tuyến đó song song với AB ? 
Giải 
Giả sử A (xa; yA), B(xg; yp) khi đó : 
a) Đường thẳng qua A, B nhận AB= (Xp— XA ; YB— yA) làm vectơ 
X=X¿ +(Xp — Xạ)È 
y =ya +(Yyg —Y¿4)È 
b) Đường thẳng cân tìm vuông góc với AB = đường thẳng nhận AB 
làm vectơ pháp tuyến = đường thẳng có phương trình 
(Xp — XA)(X — Xo) + (yp — YA)(y — Yo) = 0 
c) Do tiếp tuyến (A) song song với AB 
= tiếp tuyến (A) có phương trình 
(yp — yA)X — (Xp - XA)y + d= 0 


chỉ phương => AB có phương trình | 
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(A) tiếp xúc với đường tròn có bán kính R, tâm I(xo; yọ) = d(1; A) = R, 
từ đó tìm được d © phương trình cần tìm. 
Câu 2. Cho tọa độ ba đỉnh của một tam giác. Làm thế nào để: 
a) Tìm tọa độ tâm và tính bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác? 
b) Tìm tọa độ trọng tâm tam giác ? 
e) Tìm tọa độ trực tâm tam giác ? 
đd) Tìm chu vi và diện tích tam giác ? 
e) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ? 
Giải 
Giả sử A(xa ; yA) , (xa ; yp) , C(Xc ; Yc) 
a) ® Để tìm tọa độ tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác : 
Bước 1 : Viết phương trình hai đường thẳng (d), (dạ) lần lượt đi 
qua trung điểm của hai cạnh và vuông góc với hai cạnh đó . 
Bước 2 : tọa độ tâm O là giao của (dì) và (dạ) 
® Bán kính R = OA 
b) Gọi E là trọng tâm tam giác ABC thì 
G(È^ † Xp †Xc ; YA †+Ya †ðc) 
3 3 
e) Để tìm tọa độ trực tâm tam giác : 

Bước 1 : Viết phương trình hai đường cao của tam giác ( phương 
trình đường thẳng đi qua bốn đỉnh và nhận vectơ xác định bởi hai 
điểm còn lại của vectơ pháp tuyến. ). 

*- Bước 2 : Tọa độ trực tâm là giao của hai đường cao. 
đ) s Để tính,chu vi ta tính độ dài AB , AC , BC. 
e Để tính diện tích , ta có thể : 


1) Sử dụng công thức Hê rông § = -/p(p - a)(p - b)(p - c) 
2) Sử dụng công thức Sẽ ah, : =blụ 3 =seh, 


e) Tính bán kính đường tròn nội tiếp : 
Bước 1 : tính diện tích tam giác, tính độ dài các cạnh 


lấy? di «spa LiŠ 
Pp 


Câu 3. Hãy chỉ ra một véctơ pháp tuyến và một véctơ chỉ phương của 
đường thẳng A nếu A có phương trình sau: 
a) Ax+By+C=0 (A?+B? z0) 


x=x,+at SN, 
b) (teR) (a“+b“z0) 
y=y,+bt 
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(mz0;n:U) 


Giải 
a) Vectơ pháp tuyến : n(A;:B›. Vectz chỉ phương u(B ;~A) 
b) Vectơ chỉ phương : u(a;b). Vectơ pháp tuyến n(b :—a) 
e) Vectơ chỉ phương : uU=(m ;n). Vectơ pháp tuyến : n=(n ¡—m) 
Câu 4. Làm thế nào để chứng minh hai đường thăng là vuông góc với 
nhau hoặc song song với nhau, nếu biết phương trình của chúng ? 
Giải 
Bước 1 : Tìm các vectơ pháp tuyến n., n; ( hoặc chỉ phương Hy u; ) 
của đị và d› 


¬.v`-. 
Bước 2: ® Nấu |_" _“ thì dị.L d; 
t.0; = 
nị = km; 
s Nếu uy E ku, thì dự d; 


điểm A e d,,A £ d, 
Câu ð. Có thể viết phương trình của đường tròn khi biết những điều kiện 
nào ( nêu một số trường hợp thường gặp)? 
Giải 
e Viết phương trình đường tròn khi biết tâm và bán kính. 
s Viết phương trình đường tròn đi qua 3 điểm không thẳng hàng. 
® Viết phương trình đường tròn biết tâm và đi qua 1 điểm. 
s Viết phương trình đường tròn khi biết tâm và tiếp xúc với một 
lường thẳng. 
®..vv 
âu 6. Có thể viết phương trình chính tắc của elip, hypebol, parabol khi 
biết những điều kiện nào ( nêu một số trường hợp thường gặp)? 
Giải 
Có thể viết phương trình chính tắc của elip, hypebol, parabol khi: 
® Biết nó đi qua 1 điểm và biết tiêu điểm. 
s Khi biết độ dài trục lớn, trục bé (elip), trục thực, trục ảo (hypebol). 
® Độ dài 1 trục và tiêu cự. 
® Đi qua 2 điểm... vv 
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Câu 7. Cho phương trình Ax? + By” = 1 (1) 
a) Với điều kiện nào của A và B thì (1) là phương trình của một 
đường tròn. 
b) Với điều kiện nào của A và B thì có thể biến đổi (1) về dạng 
chính tắc của elip ? của hypebol ? 
Giải 
a) (1) là phương trình của đường tròn © A = B > 0 


2 v2 
b) Ta có Ax? + By? = 1e ˆ— + —=1(vìA,B +0) 
AB 
Do vậy : 
*% (1) là phương trình chính tắc của lip khi: T>g>0©0<Aœ 


% (1) là phương trình chính tắc của hypebol khi: 


B. BÀI TẬP. 

Bài 1. Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng A; và A; trong mỗi 
trường hợp sau: 
a) Ai:3x—- 2y+1=0và A;:2x+3y—-5=0 


x=4+92t x=T-4U , 
b) Air: (teR) và AÁz: "Œ ceR) 
1+t y=B5-?t 


x=8+át 
©) Ai: (£eR) và A;:5x+4y—-7=0 
y=-2-Bðt 
Ty Giải 
a) Ta có: A nhận n; (3 ; -2) làm vectơ pháp tuyến. 
Aa nhận n; (2 ; 3) làm vectơ pháp tuyến. 

Mà A; và A¿ không cùng phương. Vậy A¡, A; cắt nhau 
b)(A¿ đi qua M M(4 ; -1) và nhận u; (2 ; 1) làm vectơ chỉ pin 

(A2) nhận uy (~4 ; -2) làm vectơ chỉ phương 
Do uy = -2u, = uy ,Ủy cùng phương. 
Mặt khác điểm Mẹ A;¿ => AWIA¿ 
©) A; đi qua N (3 ; -2) và nhận u; = (4 ; -5) làm vectơ chỉ phương 


> uy =- uy = uy h u; cùng phương. Mặt khác Ne A¿> An=A; 
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Bài 2. Cho đường thẳng A: 3x - 4y + 2= 0 

a) Viết phương trình củaA dưới dạng tham số. 

b) Viết phương trình của A dưới dạng phương trình theo đoạn chắn. 

e) Tính khoảng cách từ mỗi điểm M (3 ; 5), N (4 ;0),P (2; 1) tới A 
và xét xem đường thẳng A cắt cạnh nào của tam giác MNP. 

đ) Tính góc hợp bởi Á và các trục tọa độ. 

: , Giải 
A:3x- 4y+2=0 = A nhận u(4 ; 3) làm vectơ chỉ phương. 


1 
Mật khác A đi qua M,(0 ; FC 
x=á4t 


a) Đường thẳng A có phương trình tham số : ì % (teR) 
y=-+tởöt 
2 


2 
b) Choy=0  x=-—;x=0Ú—>y=— 
) y 5 ¡ huệp- 
Vậy A có phương trình đường thẳng theo đoạn chắn : 
x'y 


——+—=] 


2 1 


8.8 
|33-45+2|_ 9 


c©) Ta có: d(M, BH n- 5 
| 3.4)- 4.0 + 2 | 
32+42 
|32-41+2|_ 4 


d(P, A)=———— 
v3? +4? õ 


Do 3.3 - 4.5 + 2=-9 <0; 3.(-4) - 4.0 + 2 =-—10 <0; 3.2- 4.1+2=4»>0 
= Các điểm M, N nằm về một phía của A, còn điểm P nằm về phía 


dN, A)= $ =8 


còn lại 
= A cắt hai cạnh MP và NP 
đ) Gọi œ,B lần lượt là góc tạo bởi A và hai trục Ox, Oy 


Ta có : cosơ = |eos(a,?| (n là véctơ pháp của A;ia ;0)) 


__ 1-44 _3 =>ơ>~36°82/ 


43?+4?j12+0 5 
= B> 90° - 36°52/ ~ 53°8/ 
( vì œ, j là 2 góc có cạnh tương ứng vuông góc ). 
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Bài 3. Cho đường thẳng d: x — y + 2 = 0 và điểm A(2 ; 0) 

a) Với điều kiện nào của x và y thì điểm M(x ; y) thuộc nửa mặt 
phẳng bờ là d và chứa gốc tọa độ O. Chứng minh điểm A nằm 
trong nửa mặt phẳng đó. 

b) Tìm điểm đối xứng với điểm O qua đường thẳng d. 

ce) Tìm điểm M trên d sao cho chu vi tam giác OMA nhỏ nhất. 

Giải, 
a) Thay tọa độ của M và O vào vế trái của d. Ta có: 
dọạ=0—-0+2=2>0; dụ=x—-y+2. b 
Do đó điểm M thuộc nửa mặt phẳng bờ là d và chứa gốc tọa độ O 
khi x- y+2>0 
Ta lại có dạ =2— 0+2=4>0  —A thuộc nửa mặt phẳng bờ d và 

chứa gốc tọa độ O. 

b) Gọi dị là đường thẳng đi qua O và vuông góc với d —= dị nhận 

véctơ u(1 ; 1) làm vectơ pháp tuyến =d có phương trình x + y = 0 

= tọa độ giao điểm I của dị và d là nghiệm của hệ phương trình : 

N4 n- loi 
= vậy I( —1 ; 1) 
x+y=0 y=1 
Gọi O' (x ; y) là điểm đối xứng với O qua d 
Š EPniềM: = 'Òh Vậy Ơ (-2 ; 2) 
y =2y¡ —Yo y=2 
e) Vì OA = 2 không đổi nên chu vi tam giác OMA nhỏ nhất 
khi MO + MA nhỏ nhất. Với mọi điểm M trên d ta có MO = MƠO' 


nên MO + MA = MƠ + MA >Ơ^A. 
Dấu bằng xảy ra khi M là giao của d và ŒA: 


Ta có: OA = (4;~8) =>OA có phương trình =—”- Šsx+iy~2=0 
-2:0 |*”"§g 
= tọa độ M là nghiệm hệ: sa # =) hở 
x-y+2=0 4 
._ 


TM 
Vậy M(-—;—) 
ậy 3i 


Bài 4. Cho đường thẳng A: Ax + By + C = 0 và điểm I(x, ; yo). Viết 
phương trình đường thẳng A' đối xứng với A qua I. 
Giải 
A' đối xứng với A qua I khi và chỉ khi A' = A nếu Ie Á hoặc A'/ A 
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nếu I Âkhi đó Á'và A cách đều L Như vay Á' có phương trình 
dạng Ax + By + C'= 0. 

Do d(1,A) = d([[,A”) nên C'= -2(Ax + By,)- € 

Vậy A' có phương trình: Ax + Hy - 2(Ax, + By, - Ở=0. 

Bài 5. Một hình bình hành có hai canh nằm trên đường thắng x+3y—6 =0 
và 2x-By-1=0. Biết hình bình hành đó có tâm đối xứng là I(3 ; 5), 
hãy viết phương trình các canh cũn lại của hình bình hành đó. 

Giải 
Gọi hình bình hành là ABCD va gia sử AB: x+ 3y— 6 =0 
AD: 2x - 5y - 1=0 
Do hình bình hành ABCD nhân 1(3 ; 5) làm tâm đối xứng nên BC đối 
xứng với AD qua I; CD đối xứng với AB qua Ï. 
Do BC/AD = BC có phương trình dạng 2x - 5y + m = 0( mz-1). 
Mặt khác BC và AD đối xứng nhau qua [ =>d(1 ; BC) = d(I ; AD) 


|23-5.5+m| |23-55-1| _, : 
« N= P = N- P — œm - 19| - 20 c›m=39 (vì mz—1) 
+ + 


Vậy BC có phương trình 2x - 5y + 39 =0. 
Hoàn toàn tương tự ta có CD có phương trình x + 3y — 30 = 0 


Bài 6. Cho phương trình xŸ+ y°+ mx - 2(m + 1)y +1=0(1) 
a) Với giá trị nào của m thì (1) là phương trình của đường tròn. 
b) Tìm tập hợp tâm của các đường tròn nói ở câu a. 
Giải 


x? + y?+ mx— 2(m + 1)y + =0 
2 
n : 
S GX+ TÔ + S (m + ĐỂ = TT t(m + ĐỂ ~1 


a) Để (1) là phương trình của đường tròn 


2 m>0 
^—¿(m+11?=1>0 © 8 
4 m< -— 
m>0 v= m 
b) Với 8 thì (1) là đường tròn tâm I(x,y) trong đó i4 2 
1m <—=— 


y=m+l 


khử m từ hệ phương trình trên 2x + y- 1= 0. 
8 

Do m<-— 5. thuy 
5 5 5 


m>0= -2x>0 ©x<0 
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Vậy tập hợp tâm I là hai nửa đường thẳng 2x + y — 1 = 0 với bu 5 
x<0 
Bài 7. a) Biết đường tròn (C) có phương trình x?+ y?+ 2Ax + 2By + € = 0. 
Chứng minh rằng phương tích của điểm M(, ; y,) đối với đường tròn 
(C) bằng x2 + y) + 2Ax, + 2Ay, +C 
b) Chứng minh rằng nếu hai đường tròn không đồng tâm thì tập hợp 
. các điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn là đường thẳng 
(gọi là trục đẳng phương của hai đường tròn). 
Giải 
a) Ta có: (C) là đường tròn tâm I(—A , -B), bán kính R= vA? + B} -C. 
M/ (C) = d?~ R®= IMÊ - RẺ = (x,+ A)?+ (y, + B)°— (A?+ B?~ C) 
= X2 +y2 +2Ax, +2Ay, +C 


Vay: ”M/ (C) =x) + yŸ + 2Ax, + 2y, +C 
b) Giả sử (x; y) là điểm có cùng phương tích với hai đường tròn không 
đồng tâm (O;; Rạ), (O;; Rạ). : 
(O\): x?+ y? + 2A¡x + 2B¡y + C¡ =0 
(O¿): x? + y? + 2Azx + 2Bạy + C¿ = 0 
= /M/ (O)) = ZƒM/ (O;) 
©x?+y?+ 2Aix + 2Byy + C¡ = x” + y? + 2A¿zx + 2Bạy + C; 
© 2(A: - A¿)x + 2(B¡ — Bạ)y + C¡ — Cạ = 0 Œ®) 
Do (O)) và (O;) không đồng tâm 
` = (Ai — A2) + (Bị — B¿) # 0 
= (*) là phương trình của một đường thẳng. Đường thẳng đó gọi là 
trục đẳng phương của hai đường tròn. 
Bài 8. Cho hai đường tròn x?+ y? + 2A¡x + 2B¡y + C¡=0 
x?+ y? + 2Azx + 2Bạy + C;ạ= 0. Giả sử chúng cắt nhau tại hai điểm 
M,N. Phương trình 2(A¡— A;)x + 2(B¡— Bạ)y + C¡- Cạ =O có phải 
là phương trình của đường thẳng không? Nếu nó là phương trình của 
đường thẳng thì đường thẳng này có đi qua M và N không? 
Giải 
Do hai đường tròn (C¡): x?+ y? + 2A¡x + 2B¡y + C¡= 0 
(C¿): x? + y?+ 2Azx + 2Bạy + Cạ= 0 cắt nhau tại hai điểm M.N 


=‹(€)) và (C;) không đồng tâm, 
=Ai- A¿ và Bị - Bạ không đồng thời bằng không. 
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=> Tọa độ giao điểm M,N của hai đường tròn là nghiệm của phương 
trình x°®+ yŸ+ 2Aix + 2Byy + C¡= x”+ y + 2A¿x + 2Bay + C¿ 


+» 2L(Ai— A¿)x + 2(Bị— B¿)y + CịT ¿ = 0 (*) là phương trình đường 
thăng. 


Vậy nếu (Ơi), (C;) cắt nhau tại M,N thì tọa độ M, N thỏa mãn phương 
trình (*) hay (*) là phương trình đường thẳng M,N. 


Bài 9. Cho đường tròn (C): x” + y” = 4 và điểm A(-2 ; 3) 
a) Viết phương trình các tiếp tuyến của (C) kẻ từ A. 
b) Tính độ dài các đoạn tiếp tuyến và khoảng cách giữa hai tiếp 
điểm của hai tiếp tuyến ở câu a. 
Giải 

a) Gọi A là đường thẳng qua A và nhận n(a ; b) làm vectơ pháp tuyến 
= A có phương trình: a(x + 2) + b(y - 3) = 0. (a?+ b0). 
Ta có (€) là đường tròn tâm O(0 ; 0) bán kính R = 2. (A) là tiếp tuyến 


của (C) 
|2a - 3b| T—cï 
eœd(O, A)=R © ———— = 2 © |2a - 3b| = 2Va“ + b 
: va” +bể | | 


12a - 5b = 0 

e Với b= 0 lấy a = 1 = ta có tiếp tuyến A;: x + 2 =0 
© Với 12a - 5b = 0 lấy a =5=b = 12 

=ta có tiếp tuyến A¿: 5x + 12y — 26 = 0. 

b) Gọi T và T' là tiếp điểm của A¡ và A; với (C) 

Ta có: AT?= AT?= /A/(C) = 9 = AT = AT =3 

Ta có: TT = 2T ( J là giao điểm của AO và TT) 


mà TJ.AO = AT.TO : ẤN 
cng„ SEO ,_ #ETD _ TH n  j 

AO AT? +TO? ke Ms 

_„_ ATTO 


b=0 
©b(12a - ðb)=0 © 


3.2 12 
Vậy TT'= 2-———— =2 =—= T 
AT?+TO? 9+4 13 


2 2 2 2 
: xY ÿ X ÿ 

Bài 10. Cho elip (E) :— + — =1 và hypebol (H) : — - — = 1 
x 5 4 - 5 4 


a) Tìm tọa độ các tiêu điểm của (E) và (H). 


BI 


b) Vẽ elip (E) và hypebol (H) trong cùng một hệ trục tọa độ. 
e) Tìm tọa độ các giao điểm của hai đường đó. 
Giải 


x? y? 
a) (Œ): —+ —=1—a?=B,b?=4 —c?=a?-b?=1 >c=1 


Vậy (E) có tiêu điểm F;(—1;0) ; Fa(1;0) 
2 v2 
(H): TT 1=8l=6,bì=4 =c?=a?+b?=9 =>c=3 


Vậy (H) cắt tiêu điểm F;(-3 ; 0) ; F;(3 ; 0). 
b) Vẽ (E) , (H). (Hình đưới đây). 


(E) nhận Ox, Oy làm hai trục đối xứng, nhận F;(-—1 ; 0) và Fz(1 ; 0) 
làm tiêu điểm, cắt Ox tại CB ; 0);(⁄5 ; 0) và cất Oy tại (0 ; —2) ; (0 ; 2) 


v= + y= -.* 
(H) nhận F;\-3 ; 0) ; Fz(3 ; 0) lắm tiêu điểm, trục Ox, Oy làm trục đối 
“xứng và đường thẳng y = tT làm tiệm cận. 
.. ©) Tọa độ giao điểm của (E) và (H) là nghiệm hệ phương trình: 
r và 


2 
x” y 
—+“—xÍ 
§ d “ JHÊI x=+⁄5 
LÊ: sợi" y'=0 |y=0 
5D 4 


Vậy tọa độ giao điểm là (/B5;0);(-—x/5;0) 
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2 2 
Bài 11. Cho đường thẳng Á: 2x - y ~ m = 0 và elip (E): ng =] 


a) Với giá trị nào của m thì A cắt (E) tại hai điểm phân biệt ? 
b) Với giá trị nào của m thì A cắt (E) tại một điểm duy nhất ? 
Giải 
Ta có tọa độ giao điểm của A và (E) là nghiệm của hệ: 
2 v2 


-Íx? y 
| ¡ TY NHƯ - 
|» -_y-m=0 
a) A cắt (E) tại hai điểm phân biệt © hệ (I) có đúng 2 nghiệm phân biệt 
¡ XI xÓÖÐ) 
c©c45 4 có đúng 2 nghiệm phân biệt 
y=2x-m 
x? (2x-mj? 
li 1=. 
5 4 
©4x? + 5(4x?— 4mx + m?) = 20 có đúng 2 nghiệm phân biệt 
24x? — 20mx + 5m?— 20 =0 có đúng 2 nghiệm phân biệt 
© 100m?- 24(5m?~ 20) >0 © -2\/6 < m < 2/6 
b) A cắt (E) tại một điểm duy nhất + hệ (U có đúng 1 nghiệm 
© phương trình 24x?— 20mx + 5m?~ 20 = 0 có đúng 1 nghiệm 


© 100m2- 24(5m?~ 20)=0 em =+2\/6 
2 2 
Bài 12. Cho elip (E): Z xa 
25 9 


=1 có đúng 2 nghiệm phân biệt 


a) Xác định tọa độ hai tiêu điểm và các đỉnh của (E). 

b) Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) nhận các tiêu điểm 
của (E) làm đỉnh và có hai tiêu điểm là hai đỉnh của (E). 

c) Vẽ elip (E) và hypebol (H) vừa tìm được trên cùng một hệ trục tọa 

độ. 

Viết phương trình của đường tròn đi qua các giao điểm của hai 

đường conic đó. 


< 


đ 


= 


Giải 


Ta có: a°= 25 ,b?= 9 =a=5,b= 8 và c = va? - b2 = V25 -9 =4 
a) * Tọa độ hai tiêu điểm: F(-4 ; 0) ; Fa(4 ; 0) 
® Tọa độ các đỉnh A;(—5 ; 0), Az(5 ; 0), B¡(0 ; -3) , B¿(0 ; 3) 
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3 về 
b) Phương trình chính tắc của hypebol (H) có dạng: = - nở =1 
a 


do (H) có hai đỉnh (—4 ; 0) ; (4 ; 0) và hai tiêu điểm (—5 ; 0) ; (5 ; 0) 
" a=4 a? =16 
nên © Ẹ 
a?+b?=25  |b?=9 


* LÃ 
xÃ aì 


x 
Vậy phương trình của (H) là: — - — = 1 
ayp _Ê 16 9 


e) (Hình dưới đây) 


2 : 81 „.. s sa: ĐỔI 
= yˆ =9|——-1|=—. Từ đó suy ra x” + y“ = —— 
° ( 41 sỉ xibX-ï 


881 


Vậy tọa độ giao điểm của (E) và (H) nằm trên đường tròn x” + y” = sẽ 
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Bài 13. Cho parabol: y°= 2px. Với mỗi điểm M nằm trên parabol (M # O). 
Gọi M' là hình chiếu của M trên Oy và I là trung điểm đoạn OM'. 
Chứng minh rằng đường thẳng IM cắt parabol tại một điểm duy nhất. 

Giải 


Gọi M(x¿; yạ) €(P) 3 y? = 2px„. Suy ra M(0 ; y,). 


Do [I là trung điểm OM' => lo : =] 


s 2 
Do M zO nên đường thắng IM có phương trình: =—.. +1=0 
Xe Ÿo 
y?°=9px (1) 
Xet hệ phương trình 9 1 
24322241242 Rap BH 
Xạ Ÿo 


2 2 

Từ (3) = x = “Sự Txy thay vào (1) suy ray? =| _ 
Ÿo Ÿo 

ki 


Mặt khác yj = 2px, = X,= = 


2 
Do vậy yŸ =ap |3 - S) hay y”—2y,y+y¿ =0 © y =ÿ, 


Suy ra hệ (I) có 1 nghiệm, do đó IM chỉ cắt (P) tại một điểm M. 
1 » 

Bài 14. Cho parabol (P): y? = =. Gọi MjN là hai điểm đi động trên (P) 
sao cho OM 1 ON, (M,N không trùng với O). Chứng mỉnh rằng đường 
thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định. 

Giải 
Đặt MŒx ; yì), NG¿; y¿). Do MN e (P): yŸ = 
Xị= 2y; ¡ Xạ= 2y. ( với Xị, X¿, Yị, ya khác 0). 


1 
Do OM 1 ON = xi; + yiy=0 — yiya(1+4yxy¿) = 02 yịy; = Sọr1 (*) 


Ta có đường thẳng MN nhận MN làm véctơ chỉ phương 
=MN có phương trình =  N. 
X-Xị Y; TYy 
© (ý¿- y)XT (X¿— Xi)y - YiXaT Xiya =0 Œ*) 
hay (y¿~ yi)Íx — 2(y¡ + yz)y + 2yyz] = 0 


( thay xị =2y¡,X; = 2y; vào (**) ) 
Do M#N = y # y;.(vì nếu y¡= yạ => xi=xz=M=N) 
Vậy phương trình của MN là: x — 2(y¡ + y2)y + 2yiyz= 0 


1 * 
Hay x- 2(yạ + Y¿)Y - = =0 (do ®)) 


Lại có - 2(y¡ +y;).0— P = 0 = đường thẳng MN đi qua điểm cố 
định 


TH) s 
2 
C. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 
1) Đường thẳng 2x + y — 1 = 0 có véctơ pháp tuyến là vectơ nào ? 
D n=(2 ;~—1) ; ID n=(1 ;~1) ; 
II n= (2; 1) ; IV n=(-1;2). 
3) Đường trung trực của đoạn thẳng AB với A=(-3 ; 2), B(-3;3) có 
vectơ pháp tuyến là véctơ nào ? 


Dn =(6;5) ; ID n =(0 ; 1); 
ID n =(-3 ; 5) ; IV) n =(—1 ;0). 
8) Phương trình nào là phương trình tham số của đường thẳng x—y+3=0 ? 
x=t x=83 
lÙ) h I) ; 
y=3+t : y=t 
x=2+t x=t 
un ẳ IV) : 
y=l+t y=8-t 
4) Vectơ nào là vectơ pháp tuyến của đường thẳng có phương trình 
x=-1l+92t 
y=3-t 
Dn =(2;~1) ; ID n =1; 2); 
ID n =(1;-2) ; IV) n =(1; 2). 
5) Đường thẳng nào không cắt đường thẳng 2x + 3y -— 1 = 0 ?- 
I) 2x + 3y + 1=0 ; I) x—- 2y+5=0; 
II) 2x-— 3y + 3= 0 ; IV) 4x - 6y —- 2= 0. 
6) Đường thẳng nào song song với đường thẳng x-3y+4=0 ? 
x=l+t x=1l-t 
Ụ : . I) H 
y=2+ät y=2+8ät 
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x=l-ät x=1-3t 
nn | H Mi Ề 


y=2+t y=2-t 
š ý x=3-t 
7) Đường thẳng nào song song với đường thắng | ? 
=-l+ 
x=5+t x=5ð5+t 
l3) h ID h 
y=2t y=-2t 
x=B5-2t x=B+át 
II) IV) ẳ 
y=t y=2t 
8) Đường thẳng nào vuông góc với đường thẳng 4x-3y+1=0 ? 
x=át x=4t 
D ; ID ị 
y=-3-3t y=-3+93t 
4t x=8t 
II : IV) 
y=-3-8t y=-3+t 
x=-l+t 
9) Đường thẳng nào vuông góc với đường thẳng ? 
y=-l+2t 
D2x+y+1=0 ; I)x+2y+1=0; 
1 1 
IID 4x- 2y+1=0 ; th =h— 
. 10) Khoảng cách từ điểm O(0 ; 0) đến đường thẳng 4x-3y-5 = 0 bằng 
bao nhiêu ? 
J0 ; ID) 1; 
1 
1D -ð ; IV) —. 
5 


11) Phương trình nào là phương trình của đường tròn tâm I(-3 ; 4) 
bán kính R = 2? 
D(Œœ%+8)?+ (y— 4'- 4= 0; ID (x— 82+ (y— 4)2= 4; 
II (x+8)+(y+4)'=4 ; IV) (x + 3)? + (y - 4)?= 2. 
12) Phương trình x? + y?— 2x + 4y + 1 = 0 là phương trình của.đường 
tròn nào ? Ù 
I) Đường tròn có tâm (—1 ; 2) bán kính R = 1; 
II) Đường tròn có tâm (1 ; -2) bán kính R = 2 ; 
III) Đường tròn có tâm (2 ; -4) bán kính R = 2 ; 


IV) Đường tròn có tâm (1 ; -2) bán kính R = 1. 
2 3 
13) Những điểm nào là tiêu điểm của elip (E): _ + = -1? 
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D Fy =1; 0) ; 1U Eị„ = (+8; 0) ; 
ID Ra 2k0 | IV) Fị¿ =(1; #2). 


y? 
14) Elip (E): = + —_. 1 có tâm sai bằng bao nhiêu ? 


lhgxS : tr. 
2 3 

HD e<^ h SN: Ai 
3 3 


15) Cho elip có tiêu điểm F¿(—3 ; 0), F¿(3 ; 0) và đi qua A(-5 ; 0). Khi 
đó điểm M(x ; y) thuộc elip có các bán kính qua tiêu điểm là bao nhiêu ? 


Ụ ME =5+Šx,ME =6~Šx; ID `... nn 
5 5 b) 5 
ID ME = 3+5x,ME, = -3 - 5x ; IV) ME = 5 + 4x,MF, = 5- 4x. 


2 2 


16) Cho elip (E): ¬ + h =1, với p>q >0 có tiêu cự là bao nhiêu ? 
p4 


Dp+q; ID pˆ- qỄ ; 
II p-q ; IV) 2\jp? -q°.. 


2 2 
17) Phương trình “- - HỊ = 1là phương trình chính tắc của đường nào? 
a 


1) Elip với trục lớn bằng 2a, trục bé bằng 2b ; 

II) Hypebol với trục lớn bằng 2a, trục bé bằng 2b ; 
IID Hypebol với trục hoành bằng 2a, trục tung bằng 2b ; 
IV) Hypebol với trục thực bằng 2a, trục ảo bằng 2b . 


BE sÐ 
18) Những điểm nào là tiêu điểm của hypebol ra - = =ũ † 
D (+4 ; 0) ; ID) (+14 ; 0) ; 
II) (+2 ; 0) ; 1V) (0 ; +14). 
x? y 
19) Những đường nào là đường tiệm cận của hypebol - _ ã =1 ? 
5 4 
 y=‡+—x; I) y=+—x; 
: 4 về 5 
25 16 
II) +—x; IV) y=+—x. 
“ảo 16 s 25 
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2 
20) Những đường nào là đường chuẩn của hypebol - - ` =1? 
qP 


l x=&Ê ; Tx= “` ; 
p 


q 
2 p° 
THỊ k===——; IV) x=+ 


21) Đường tròn nào ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của hypebol 


bộ Ỷ 
——=l*® 
16 9 
Dx?+y”= 95 ; ID x + y? =7; 
II) x”+ y”= 16 ; IV)x°+y”=9. 
22) Điểm nào là tiêu điểm của parabol y°=5x ? 
D F(5;0); l0) rỄ ì )| 1 
2 
5õ 
II F|*: ị )| H IV) rỄ h ) š 
4 4 
23) Đường thắng có phương trình nào là đường chuẩn của parabol 
y°=4x? 
Dx=4; H)x=-2; 
IH)x=#1; IV)x= 1. 


ả 1 
24) Conic có tâm sai e = Rmi là đường nào ? 
2 


ID Hypebol ; II Parabol ; 
II) Elip ; IV) Đường tròn. 
Đáp án. 
[Oau |] 1]2] 38 | 4 
[ Đáp án| HH | 1 [IV 
Câu | 13 |14| 15 | 16 


Đáp án| I |IV| I |IV 


III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 
Bài 15. Cho tam giác ABC có A(-1 ; 1), B(3 ; 2), cEš:¬} 


a) Tính các cạnh của tam giác ABC. Từ đó suy ra dạng của tam giác. 


b) Viết phương trình đường cao, đường trung tuyến và đường phân 
giác trong của am giác tại đỉnh A. 
c) Xác định tọa độ tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Bài 16. Cho đường tròn (C) : x?+ y?— 8x — 6y + 21 = 0 và điểm M(4 ; 5) 
a) Chứng minh rằng điểm M nằm trên đường tròn (C). Viết phương 
trình tiếp tuyến với (C) tại M. 

b) Viết phương trình đường tròn đối xứng với đường tròn (C) qua 
đường ` 
thẳng y = x. 
x.VW kOài 

Bài 17. Cho elip (E): > + Kw = 1 và hai điểm M(-2 ; m),N(2 ; n) (m # —n) 
a) Gọi A¡ và A; là các đỉnh trên trục lớn của (E). Hãy viết phương trình 

các đường thẳng A¡N và A;M. Xác định tọa độ giao điểm I của chúng. 

b) Biết đường thẳng MN thay đổi nhưng luôn cắt (F) tại một điểm 

duy nhất. Tìm tập hợp các giao điểm I. 

Bài 18. Hai chiếc microphone đặt cách nhau một dặm, để ghi âm một vụ 
nổ. Microphone A nhận âm thanh trước microphone B là 2 giây. Biết 
vận tốc của âm thanh là 1100feet/⁄s. Hãy xác định vụ nổ xảy ra ở đâu? 

( 1 dặm = ð280feet , 3feet = 0,914m). 


IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI. 
Bài 1ð. 
v17 v85 


a) AB = V17 ; AC= TT ; BC = TT (A ABC vuông tại A) 


b) ® Đường cao AH : 7x + 6y +1=0 
® Trung tuyến AD : 2x + 9y - 7 =0 
® Phân giác AE : 2x + By - 3= 0 
c) Tâm đường tròn trùng với nh H ;) 
Bài 16. 
a) Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M là y - 5 = 0. 
b) (x— 8)” + (y — 4)?= 4. 
Bài 17. 
a) Phương trình A¡N: nx - 4y + 2n = 0 
Phương trình A;M: mx + 4y - 2m = 0 
2m-n) mịn 


Tọa độ giao điểm I: I b h 
m+n m+n 
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2 2 

b) Tập hợp các giao điểm I là elip (E') có phương trình c§ + T =1 
4 

Bài 18. Chọn hệ trục tọa độ Oxy mà Ox đi qua A và B, Oy là trung trực 
của AB ( như hình 104). Ký hiệu d; là quãng đường âm thanh đi từ vụ 
nổ đến miecrophone A, d; là quãng đường âm thanh đi từ vụ nổ đến 
microphone B. 
Khi đó theo giả thiết 

|d; - d,| = 22004) 

Tập các điểm thỏa mãn (1) 
là hypebol có phương trình 


2 2 
x 
Tz-z=l 
a b 
.280 
Ta có c= TT = 2640 ; 
00 
a~“  =1100 


bỀ= c?~ a?= 5759600. 
Vậy vụ nổ nằm trên một 


nhánh hypebol có phương trình 


x? y 


1210000 5759600 - 
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ÔN TẬP CUỐI NĂM 


LMIẾN THỨC CẦN NHỚ. 


1. Véctơ và các phép toán véctơ : tổng của các véctơ , hiệu của hai véctơ, 
tích của véctơ với một số 
2. Tích vô hướng của hai véctơ: 
+ Giá trị lượng giác của một góc. 
+Tích vô hướng của hai véctơ. 
+ Hệ thức lượng trong tam giác. 
3. Phương pháp tọa độ trong mặt phẳng: 
+ Phương trình tổng quát , phương trình tham số của đường thẳng. 
+ Góc và khoảng cách. 
+ Đường tròn và các tính chất. 
+ Đường conic và các tính chất. 


II. BÀI TẬP CƠ BẢN. 

Bài 1: Trong hình bên , ta có tam giác ABC và các hình vuông 
AATB,B, BBCIC , CC'A¡A. + “Âu 
Chứng minh các đẳng thức sau: 


a) [AA' + BB).AG =0 ; 

b) (AA” + BB + CC?].A€ = 6 ; 

e) AA' +BB +CC =0; 

d) AB, +BC, +CA, =0. 
Giải 
Giả sử AB =c, AC =b, BC = a. 

a) Ta có: 


(AA? + BB')AC = (AA' + BB')(AB +BO)P 
= AA/.AB + AA/ BC + BB/.AB + BB/ BC 
= AA” BC + BB/ AB - BB, BC - BB BA 
= |Bm,|.|Bc|.eosB,Be " |a ||BA[.cos 5 A 


Ci 


= c.a.cos B,BC - a.c.cos B'BA 
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Ma B,BC- BBA = |AA^' + BB'].AC s Ù 
b) Theo câu a: [AA' + BB ].AC =0. 


Mặt khác : CƠ .AC = 0 ( vì AC 1 CƠ) 
Do đó: (AA/ + BB“ + CC').AC =0 
Bài 2. Cho tam giác ABC vuông tại A, AC =b B 
AB=c. 
Gọi M là điểm trên cạnh BC sao cho CM=2BM, 
N là điểm trên cạnh AB sao cho BN=2AN . 


a) Biểu thị véctơ ẨM và CN theo hai véctơ N 
AB và AC. 
b) Tìm hệ thức liên hệ giữa b và c sao A C 
cho AM LCN 
Giải 


a) ® Ta có: AM = AC + CM = AC + 2CB (vì CM = 2BM, CM +BM=CB) 
= .=.ð;= => 5=. 
= AM = AC + (AB - AO) = TAB + 2 AC 


® Ta có: CN = CÁ + AN = CÁ + 2 AB = 2 AB - ÁC 


b) Ta có: AM.CN = [A5+šxe||š- ae] 
3 3 |3 
AM. ÔN = ^ARÍ— AC — SABAO=2c?— ~b 
9 3 9 9 
Để AM L CN thì AMCN =0 © tù -ab" = 0 hay 2c? = 3b? 


Bài 3. Cho tam giác ABC với AB = 4, AC =5, BC =6 
a) Tính các góc A; B; C. 
b) Tính độ dài các đường trung tuyến và diện tích tam giác. 
e) Tính bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC. 


Giải 
Ệ 2 2 2 2 2 
a) Ta có: NI Ác SẺ sec = Ác šy dt 
2bc 2.5.4 
5...2. x# 3 A2 _ g2 
a ^+c-=b 6 +4 -5 ~ 
cosB =—————— =-g————=-->B=55*46 
2ac 2.6.4 16 
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ề = 180° -(A+B) ~ ^: 41°25/ 
a+b+c lỗ 


b) * Ta có: p= 
2 2 
; b°+c? a2 B2+4? 6” 23 ⁄46 
sm, cả =-=>——==——--——.—-——- `. -ắ.a 
2 4 2 4 9 2 
; a5+c bề 6?2+4? 6? 79 v9 
® mẹ TH TT. Ặ...hẰẰ.—:S.x......=.. 
2 4 2 4 4 2 
tất 6 + 4 106D. V106 
) y8 4 2 4 4 s3 
* Ta có: 


s-#ecme-es-jD -ls-"Jg-- số 


e) Ta có: Mu 4.5.6 _ 8/7 
4R 4S = 1 


4. 
7 
lạ MB 008 0/2 e Sáu di x. 
Pp 4 lỗ 2 


Bài 4. Cho hai đường tròn (O ; R) và (O' ; R') không có điểm chung và d 
là 
trục đẳng phương của chúng. Gọi I là một điểm thay đổi trên d. Từ I 
kẻ các tiếp tuyến IM, IN, IM), IN' tới hai đường tròn. 
a) Chứng minh rằng 4 điểm M, N, M', N' nằm trên đường tròn có tâm 
I và ký hiệu đường tròn đó là (I). 
b) Với điểm Ï' nằm trên d ta lại có đường tròn (F). Chứng minh rằng 
đường thẳng OƠ' là trục đẳng phương của hai đường tròn (I) và (T'). 
Giải: 
_ a) Ta có: 'f1/ (O) =IM?=IN? . PI4O) = IM'? =IN® 
vì I nằm trên trục đẳng phương d của hai đường tròn (O) và (Ơ') 
do đó: '? 1/ (O) = 4P 1/ (O) = IM = IN =IM' =IN' 


hay bốn điểm M, N, M', N' nằm trên đường tròn tâm I ,gọi là đường 
tròn (I) 
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b) Ta có: /?O/(I) = OI?~ IM? = OM? = RỀ tương tự: “/'O/(') = R° 


= 4Q/ (1) = P O/ (T). Hoàn toàn tương tự: “?O/ () = ?O/ (') 
Vậy OƠ' nằm trên trục đẳng phương của (I) và (F) 
Bài 5. Cho tam giác ABC. 
`... 
a) Tam giác ABC có tính chất gì nếu a? = LLN, bo 5S„2„ ? 
b+c-a 


b) Biết k2 = E5 + X , chứng minh rằng 2sinA = sinB + sinC. 
h, thụ hụ 

Giải 

b`+c?—-aŸ 


a) Ta có: a? = 
b+c-a 


Mặt khác: a? = bˆ+ c?— 2bc.cosA => cos A = P œA=60° 


b) Ta có: CS cà 9, ổn va Ó Là, ©œ2a=b+c 
hầ hà § 2S 2 
&© 2.2RsinA = 2RsinB + 2RsinC  2sinA = sinB + sinC. 
Bài 6. Trên hệ trục tọa độ Oxy, cho hai hình chữ nhật OACB và 
OA'CB'.Biết A(a ; 0), A(a'; 0), B(0 ; b), B0 ; b') 
(a,a,bb»>0,aza',bzb'). 
a) Viết phương trình các đường thẳng AB' và A'B. 


©bŸ+ c`= (b +c)a? © a?= b?+ c?— bc.. 
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b) Tìm hệ thức giữa a, b, a', b` để 
hai đường thẳng AB' và AB cắt 
nhau. Trong trường hợp hai đường 
thẳng AB' và A'B cắt nhau, hãy tìm 
tọa độ giao điểm I của hai đường 
thẳng đó. 

e) Chứng minh rằng ba điểm I, C, 
C' thẳng hàng. 

đ) Với điều kiện nào của a, b, a”, 


b' thì C là trung điểm của IC? o A(a:0) — A(a:0) 
Giải \ 
a) Ta có: AB“ = (~a ; b'), suy ra AB' nhận n,(b ; 8) làm véctơ pháp 
tuyến. 


= AB' có phương trình : b{x — a) + a(y - 0) = 0 hay b`x + ay — ab' = 
Hoàn toàn tương tự ta có A'B có phương trình : 
b(x - 0) + a(y — b) = 0 hay bx + ay - ab = 0. 


b) Ta có: AB và AT cất nhau © Š. œ-Ö sa b  z ab 


Khi đó tọa độ giao điểm I của AB' với A'B là nghiệm hệ: 
bÍx+ ay - ab =0 
Ẹ , (®) 

bx+ay-ab=0 


ng b'a 
Giải (*) có: n=| |-s»=e ịẦ= 
ba 


a 
|=2a'b'—b) 
a . 


|- bb'(a—a). Khi đó ab'z ab 


Ỷ a'b-ab v Mu 


y _ bb{a-a) a'b-ab ` a'b~ab 


¬ (=# b) bba—a) _ bÌ= 2 a9, abŒœ - b) 
=+Cl=|———-a ;— 
a'b-ab a'b-ab a'b-ab ` a'b=ab 


Mà CC'=(a~a;b'~ b) = Cl = "—a => C, LƠ thẳng hàng. 
a'bS 
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đ) C là trung điểm IC' œGI+CC'=0 


bí(a — a' "bì 
KG gà =6 (a—=a'w——===0 
a'b— ab a'b- ab' 
b(b — b`) tý a'b' 
———— +b-b=0 |b-b)———=0 
a'b— ab a'b- ab' 
a=0 
&¡a'.b: =IŨ @ 
b'=0 
a'=0 
Vậy để C là trung điểm của IC thì {|b' = 0 
a'b'zab 


Bài 7.Trong hệ tọa độ Oxy cho điểm A(3 ; 4) và B(6 ; 0). 
a) Nhận xét gì về tam giác OAB? Tính diện tích tam giác đó ? 
b) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB ; 
e) Viết phương trình đường phân giác trong tại đỉnh O của tam giác 
OAB ; 
d) Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác OAB. 
Giải 
Ta có: AB = (3 ;~4) ,OA = (8; 4) ,OB = (6; 0) 
a) * AB = V3? +(~4)” =5, OA = v3? +4? =5, OB =6? +0” =6 
=AB=OA = AOAB cân tại A. 


X H(3;0) 
s Gọi H là trung điểm BO =' . (vì AOAB cân tại A ) 
AHLBO 


Mà AH = (0;-4) + AH=4 
Vậy diện tích tam giác OAB là: Soap = 2BO.AH ~ s64 = 12 (đvdt). 


b) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB, I(x, ; y,). 


mm =IB_ |[œ«¿-3°+f,-4)° = jœ, -6° +y? 
=3 -© 
1O =1A \œ%, -8)? + (y, -4)? = *x⁄ + y 


x -6x,+9+ y2 —Öy, +16 = x? —12x, + 36 + y2 
“5  ÍL 3 2 < va z 
xX; 6x, +9+y, — 8y, +16 = Xi +y, 
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6x,-8y,=1l D3 =sg |”? 7 
Ầ Ầ = 1 =1|3;—|†. 
6x, +8y, = 25 16y, = 14 Yạ= § 


b 8 
7Ỷ vao 
Lại có bán kính R = IO = ,|3? +] =—— 
8 4 
Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB có phương trình 


2 
2 7 lỗ 
x-3) +|y-—| =—.- 
&-# sò h| =ạ 
©) Ta có: OA có phương trình m hay 4x-— 3y =0 


OB có phương trình “T hay y=0 
Gọi M(x ; y) là điểm thuộc đường phân giác góc O. 
4x — 3 
Ta có: d(M,OA) = d(M,OB)® _. = bị «© |4x - 3y| = 5|y| 


4x—-8y =0 


x—2y =0 (A¡) 
Ầ Ầ 
4x+2y=0 


2x+y =0 (A;) 

Để M thuộc đường phân giác trong đỉnh O của tam giác OAB thì điểm 
A và B phải nằm về hai phía của (A). 

Nhận thấy (3 - 2.4)(6 - 2.0) < 0 ( thay tọa độ A, B vào (Ai) 

Vậy phân giác trong cần tìm có phương trình x - 2y = 0 

đ) ® Gọi dJ(x¿ ; y¿) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB = tọa 
độ J là giao của hai đường phân giác trong đỉnh O và A của tam giác. 
Mà AOAB cân tại A = AH là đường phân giác trong đỉnh A mà AH 
nhận OB= (6;0) làm vectơ pháp tuyến => AH có phương trình 6(x — 
3) + 0(y - 4) = 0 hay x - 3 = 0. 


x-3=0 
Ầ 
x-2y=0 w= 


j .. 
2 2 
Vậy đường tròn nội tiếp tam giác OAB có phương trình 


2 

3) 9 
(x—8)#+|y-—| =— 
» ụ ; 


Vậy tọa độ J là nghiệm hệ 


s Bán kính r =JH = ,Í(8— 3)” + 


4 
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Bài 8. Trong mặt phẳng tọa độ , với mỗi số mz 0, xét hai điểm 


16 
M,-4;m) và NT = ù 
m 


a) Viết phương trình đường thẳng M:M;, 

b) Tính khoảng cách từ gốc tọa độ O tới đường thẳng M:M; ; 

e) Chứng tỏ rằng đường thẳng M:M; luôn tiếp xúc với một đường tròn 
cố định. 

đ) Lấy điểm A(-4 ; 0), A;(4 ; 0). Tìm tọa độ giao điểm I của hai 

đường thẳng A¡M; và A;M;. 

e) Chứng minh rằng khi m thay đổi, I luôn nằm trên một elip (E) cố 
định. Xác định tọa độ tiêu điểm của elip đó. 

Giải 
16 — m? 


a) Mạ, =|A : 
m 


| = đường thẳng M:M; nhận M,M; làm 


vectơ chỉ phương = MìM; có phương trình “ „n8. 


hay (16 ~ m?)x - 8my + 4(16 + m?) = 0 
Vậy MìM; có phương trình (16 - mŸ)x - 8my + 4(16 + mŸ) = 0 
b) Khoảng cách từ O đến M:M; là 

|&d6 + m?)| |46 + m?)| ì 


\6-m?)+64m? 16+ m?)? 


e) Ta có do d(O ; M:M;) = 4 không đổi. 
=> MN luôn tiếp xúc với đường tròn tâm O, bán kính R = 4. 


d(O;MM,) = 


đ) *® Ai-4;0) => A,M; = [:z] 
m 


= AM; nhận A,M, làm véctơ chỉ phương 


4 
= AIM; có phương trình Sa TS v= hay 2x - my+8=0 (1) 
m 
*® AM; nhận A,M, làm véctơ chỉ phương 
x4 


= A¿M; có phương trình 


_. hay mx + 8y - 4m=0_ (2) 
m 


® Toa độ giao điểm I của A¡M; và A¿M; là nghiệm hệ 
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_ 4(m” - 16) 


2x—my+8=0 ` _ ST TH". áy 1[4(n° 16, 16m 
mx + 8y —- 4m = 0 _—_ 16m 16+m2 ”16+mŸ 
_ 16+mÊ 
e) Khi A¡M; và A¿M; cắt nhau tại I(x ; y) thì: 
_` 4(m° -— 16) x_ m”-16 x” _ (m°~16) 
l6+m” À„ |4 m°+l6  |16 (mŸ +16)? 
—_ lồm y__ 8m y? 64m”? 
“16+ m2 2 m°+16 4 (m°+16# 
xổ. .ÐU - Q _  TggyyD =y#0 
16 4 (mỂ + 16) 
Vậy tập các điểm I là elip (E) có phương trình 
x? y? 


—+ —=]1 trừ A¡(-4; 0) và Az(4 ; 0). 
16 4 

”” v 
Bài 9. Cho hypebol có phương trình rủ T =1s 
a) Viết phương trình các đường tiệm cận của hypebol ; 
b) Tính diện tích hình chữ nhật cơ sở của hypebol ; 


c) Chứng minh rằng các điểm M|s:2] va N(8;23) đều thuộc 


hypebol 
d) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, N và tìm giao điểm P, 
Q của A với hai đường tiệm cận của hypebol. 
e) Chứng minh rằng trung điểm của hai đoạn thẳng PQ và MN trùng 
nhau. l - 
Giải 
Ta có: a?= 16=a=4 ; b=4=b=2. 
a) Phương trình các đường tiệm cận của hypebol là y = k”* = mà 
a 
b) Hình chữ nhật cơ sở có cạnh là 2a = 8 và 2b = 4 
= điện tích hình chữ nhật cơ sở là S = 2a.2b = 32 (đvdt) 
BÌ 
9 = 2 2 
©) Ta có: Tưng, ta = M thuộc hypebol. 


4 16 
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2 
„8 (z2) 8? — 4.12 & 
Lại có = = = 1 =N thuộc hypebol 
16 4 16 
4/3 3 
g 


s;ajã - ŸÌ= 3 


= đương thắng A qua M,N có phương trình 
3 
` .^ x-Š  3y--ấ 


SG = ác: 
Š - svV3~=3 3 dựa-a3 


đ) ® Ta có MN = 


œ (4/3 - 3)x - 6y — 903 +24 =0 (A) 


® Tọa độ P của (A) với y = * là nghiệm hệ 


(43 - 3x - 6y — 203 +24=0 [L_—g+2V3 
1 Sẻ 
VN To y=4+v3 


Vậy P(8 + 2/3 ; 4+ V3) 
1 
® Tọa độ Q của (A) với y = =# là nghiệm hệ 


(43 - 3)xT— 6y -203+24=0 [x=5—-23 


kả 
 T _ -ð +23 
2 2 


s-ajs , -6+ 8M 


Vậy Q 


e) Gọi I là trung điểm MN = I = 


ng 
pm 


Gọi š là trung điểm PQ. = lš = 


Vậy I = J hay trung điểm của MN và PQ trùng nhau . 

Bài 10.Cho parabol (P) có phương trình yŸ = 4x. 
a) Xác định tọa độ tiêu điểm F và phương trình đường chuẩn ả của (P). 
b) Đường thẳng A có phương trình y = m (m z 0) lần lượt cắt (d), Oy và 
(P) tại các điểm K, H, M. tìm tọa độ các điểm đó. 
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e) Gọi I là trung điểm của OH. Viết phương trình đường thắng IM và 
chứng tỏ rằng đường thẳng IM cắt (P) tại một điểm duy nhất. 
d) Chứng minh rằng MI L KF. Từ đó suy ra MI là phân giác của góc 


KME. 


Ta có 2p = 4 >p= 2. 
a) Parabol (P) có tiêu điểm F(1 ; 0), đường chuẩn x = —1 (d) 
b) * Tọa độ giao điểm K của (d) với (A) : y = m (m z 0) là nghiệm của 


Giải 


=~—1 
hệ phương trình: Ì => K(-l; m) 
y=m 


s Tọa độ giao điểm H của (A) với Oy là nghiệm của hệ phương trình: 
=0 
[ = H(0 ; m) 
y=m 
se Tọa độ giao điểm M của (A) với (P) là nghiệm của hệ phương trình: 


_ e) Gọi I là trung điểm OH => §L : HÌ 


".=. 
-IM lý ; J] = đường thẳng IM có phương trình: 


-0 = 2 
= S4 ® œ$ x=y—^— hay 2x~— my + mẺ = 0 


m? v m 
A 2 
s Xét hệ phương trình : 
2 
cu = 2 
2x —- my + m? = 0 ch: T 7= 
tết = má 4 
=4x 
d ` mỹ + mỸ =0 (y — m)Ê + m2 =0 (*) 
xe= . Jl-=m)>0 y—m=0 
e vì D > y=0) 
y=0 m.>0 m=0 


~› Đường thẳng IM cắt (P) tại một điểm duy nhất O(0 ; 0). 
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đ) Ta có: KF =(1+1;—m) 
— 5 # =4 
=MILKF =- —.2+—”.Cm) =0 = IM L KF. 
4 2 
m°+4 
4 


2 
4 
KỶ -9]+ KM= 


2 


— 2 s\? Ệ 2 
Ñư <H~Š .—v Ï c MŒaelH- 5= | seoð SE 
4 4 
=> MP =KM = AKME cân tại M. Mà I là trung điểm KF = MI là 
phân giác trong của tam giác KME. 

III. BÀI TẬP TƯƠNG TỰ VÀ NÂNG CAO. 

Bài 11. Cho tam giác vuông ABC nội tiếp đường tròn (O), đường kính 
BC = 3R, AB = R. 

a) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Tính phương tích của G đối với 
đường tròn (O). 
b) Kéo dài BG, cắt đường tròn tại D. Tính GD. 

Bài 12. Trên đường kính của đường tròn (£) cho điểm J sao cho 
JB = 3JA, và cho một dây cung CD của đường tròn (£) đi qua J. Tìm 
độ dài dây CD biết AB = 8 và JC — JD = 1. 

Bài 13. Trong đường tròn £ (0 ; R) cho hai dây cung AA' và BB' vuông góc 
với nhau tại điểm 8 và gọi M là trung điểm của AB. Chứng minh rằng 
SM I AB' 

Bài 14. Cho tam giác ABC có góc B tù, đường cao AH. Gọi E và F lần 
lượt là hình chiếu của H lên AB và AC. 

a) Chứng minh rằng tứ giác BCFE nội tiếp được. 
b) EF cắt BC tại I, IA cắt đường tròn đường kính AH tại G. Chứng 
minh A, B, C, G cùng thuộc một đường tròn. 

IV. ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẦN GIẢI. 

R? 2 
Bài 11. a) Z2 G/(O) = = b) Ta có GD=`— 
Bài 12. Ta có : CD = 7. 
—— ñ — ———¬ — —— 

Bài 13. Chứng minh SM.A'B' = P] SA.SA' - SA.SA '| = 0. Vậy SM 1 AT. 
Bài 14. 

a) Để chứng minh BCEF nội tiếp ta chứng minh AB.AE = AC.AF. 

b) Để chứng minh A, B, C, G cùng thuộc một đường tròn, ta chứng 

minh IBIC = IAIG. 
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